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P R É F A C E .

I. En itilig, Blondel, Maître de camp aux armées du Roi, publiait un 

Traité de Balistique Extérieure sous le titre : IJ art de je te r  les bombes ; 
la dédicace de cet Ouvrage débutait ainsi :

« Au Roy. — Sire, peut-être que je viens un peu hors de saison offrir 

à Votre Majesté ce Traité de Part de je ter  les bombes dans un temps 

où elle vient de donner la paix à l’Europe et où il semble que la science- 

de l’Artillerie ne doive plus être employée qu’à faire des feux de joie.

« J’espère néanmoins que mon Ouvrage ne lui sera pas tout à fait désa

gréable et qu’elle y  verra avec quelque plaisir les règles d’un art dont elle 

s’est si utilement servi dans ses conquêtes et qui n’a pas été un des 

moindres instruments de ses victoires. J’ose me flatter qu’elle approu

vera le dessein que j ’ai d’empêcher un art si noble de périr en le 

réduisant aux règles certaines des mathématiques et donnant moyen aux 

élèves de s’y perfectionner. D’ailleurs, Sire, c’est dans le temps de la 

paix, à bien parler, que l’on doit étudier le métier de la guerre et il ne 

faut pas attendre à en acquérir la connaissance qu’on soit obligé de la 

mettre eu pratique.»

Un Traité de Balistique, qui paraît en 1921, ne saurait, semble-t-il, 

s’ouvrir sur un texte plus heureux.

II. Nous avons publié antérieurement des ouvrages assez étendus sur 

la Balistique Extérieure : en 1904» un volume (Béranger, éditeur) 

sous le titre de Traité de Balistique Extérieure; en 1907, deux 

volumes de l ’Encyclopédie scientifique (O. Doin, éditeur), sous le titre 

de Balistique Extérieure rationnelle.
Mais ces ouvrages, conçus surtout en vue de nécessités profession

nelles et destinés à un cercle restreint de spécialistes, n'embrassaient 

qu’une partie de la science balistique, lis ne constituaient pas le Traité
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complet qu’il était permis de concevoir, embrassant tout l’ensemble des 

travaux consacrés à la Balistique, les classant avec méthode, et les 

exposant avec détail, traité digne, si possible, de l ’intérêt théorique de 

la science balistique, de l'importance de ses applications pratiques et du 

rôle éminent de r  Artillerie dans l’art de la guerre*

III. 11 y a, dans une science donnée, des travaux d’inventaire et de 

synthèse qu’il est nécessaire, à certains moments, d’entreprendre : 

lorsqu’il devient évident qu’une étape est sur le point de s’achever, 

il importe, en utilisant tous les documents rassemblés et toutes les 

découvertes faites, de marquer la physionomie générale du pays 

parcouru et de préparer l’étape nouvelle.

Il n’y a nul doute que la Balistique soit aujourd’hui arrivée à ce 

point : cultivée presque exclusivement jusqu’ici par quelques artilleurs 

techniciens, considérée comme une science de luxe par les artilleurs 

combattants, conservée cependant avec foi el appliquée avec méthode 

par la seule Commission de Gâvre en France, presque totalement 

ignorée des professeurs de Mécanique et des savants, n'ayant nulle part 

de chaire d'enseignement, la Balistique est soudain devenue, pendant la 

guerre, par le rôle qu’elle a rempli et les services qu'elle a rendus, une 

science de premier plan. Scs méthodes théoriques, lentement et patiem

ment élaborées, presque dans l'ombre, puis généralisées et étendues, 

ont permis de résoudre tous les problèmes, de plus en plus complexes, 

qui, durant la guerre, ont été posés aux techniciens par la puissance 

croissante des armes, l’emploi de genres de tir nouveaux, les exigences 

de la préparation et du réglage, la précision accrue des moyens d’obser

vation. A cette renaissance de la Balistique ont déjà contribué brillam

ment, en émulation ardente avec les artilleurs, de nombreux savants, 

que la mobilisation avait groupés autour des services techniques de 

l’Artillerie; de là résulte un changement de domaine intellectuel, qui 

est une évidente source de progrès, et qui fera passer, peut-être, la 

Balistique du rang de science appliquée très spéciale, an rang, qu’elle 

paraît mériter, à maints égards, de science d’enseignement général, à 
côté de l ’Astronomie, dont elle est la branche terrestre.
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IV. Les progrès d’une science sont en liaison directe, non pas tant 
avec l ’organisation collective des savants sous forme de « séminaires » 
(solution à laquelle l ’individualisme français se plie mal, et qui, d’ail
leurs, ne vaut que pour certaines disciplines et dans certains cas parti
culiers), mais avec l’organisation libre du travail volontaire de chaque 
savant isolé. Chacun, chez nous, a sa propre méthode de travail qu’il se 
crée suivant ses goûts, ses aptitudes, ses besoins : ce qu’on doit fournir 
au savant, c’est un jeu complet de bons et sûrs outils, qu’il maniera 
ensuite à sa guise.

a. Dans une science déterminée, le premier de ces outils de travail 
est un classement logique des faits et des théories de la science, for
mant le tableau complet des résultats acquis, à une époque donnée, et 
coordonnant les recherches des savants antérieurs.

C’est dans l’ordonnance, la clarté et Tuniversalité de cette classifica
tion logique que réside la mesure du degré d’avancement d’une science ; 
il faut que toutes les théories qui ont été publiées trouvent, dans ce 
tableau, leur place naturelle et soient rattachées par des liens logiques 
aux idées directrices qui président à l ’exposé général de la science.

Dans notre Traité, col exposé général de la science balistique, 
suivant le plan qui nous a déjà gijidé dans tous nos travaux anterieurs, 
constituera la partie dite de la Balistique rationnelle, qui comprend :

T ome I. — Problème balistique principal. — Les théorèmes géné
raux de la Balistique.

T ome IL — Problème balistique», principal. — Les théories balis

tiques.
T ome III. — Problèmes balistiques secondaires.

Peut-être cet expose, dont nous avons défini l’esprit, risquera-t-il 
parfois d’être d’un intérêt, inégal; d’être, en apparence, trop loin des 
applications, si c’est un praticien qui le consulte; trop élémentaire et 
trop timide dans lu théorie, si c’est mi savant qui le juge. L’écueil, 
pour l’auteur, est de n’avoir écrit qu’une lourde et lente compilation au 
lieu d’une «ouvre de logique et d’harmonie, bien dessinée et bien 

équilibrée.
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En tout c.i.'. théories.. qui sont la hase nécessaire des applications 

pratique', pourront être le point de départ des études du bnlislicien, 
qui ehercliera a faire progresser la science, ou du professeur, qui dési

rera La posséder, ou île l'artilleur, qui voudra pénétrer l'esprit des 
méthodes de tir dont il use. ÎSullts science peut-être, d'autre part, n’offre 
comme application' immédiates et naturelles des cours classiques d’Ana- 

i^se et de Mécanique rationnelle, tant de problèmes, d'aspects si divers 
et si intéressants qu’on peut dire que. parcourir un Irailé de Balistique 
Extérieure, c'est passer comme une revue, sous une forme concrète, de 

toutes les théories de ces deux sciences.

b. Le second outil est celui qui tendra constamment à resserrer les 
liens necessaires entre lu théorie, qui marche toujours vers l’abstrac

tion. et l'expérieuee, mi la science trouve scs lois naturelles et ses 
vérifications.

Le Tome IV, sous le titre de Balistique Extérieure expérimentale, 
fait connaître la nature et le maniement de tout l ’outillage nécessaire 
au balistieien pour établir les lois expérimentales de la Balistique, et 
obtenir les données et caractéristiques des tirs : appareils balistiques 
en usage Hans les polygones d’expériences, d’une part ; méthodes 
pratiques rlc calcul, de l'autre.

c. Le Tome V renferme un Historique de la Balistique Extérieure. 
C’est là le troisième outil necessaire. Un historique est le complément 
indispensable de tout traité d'une science quelconque : la théorie, qui 
n’est qu’une classification sur un plan logique, n’est plus, en effet, 

qu’un développement qui apparaît comme factice et froid, si l ’on 
n'évoque pas su vie permanente à iruv ers les temps.

"Cet historique doit être comme la contre-épreuve de la théorie, car 
on doit voir s’y  classer aisément, et en recevoir une lumière nouvelle, 
tous les travaux que les savanLs passés ont consacré à la science.

Et lorsqu'une science peut, comme la Balistique, faire figurer dans 
son développement les noms de Galilée, de Newton, de Bernoulli, 
d’Euler, de Legendre, etc., son histoire présente certainement un 
intérêt général plus grand que celle d’une simple science d’applica
tion pratique.
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d. Ensuite, vient, tout naturellement, le quatrième outil indispen

sable, une Bibliographie aussi complète que possible, qui terminera 

le cinquième volume.

e. Enfin, et comme dernier outil de travail, le Tome VI renferme 

toutes les Tables numériques nécessaires à l'application des théories 

balistiques et les modèles de calcul utiles dans la pratique.

V. La guerre a naturellement retardé beaucoup la publication de ce 

Traité, dont le manuscrit a été déposé, dès janvier 1918. i  l’Institut. 

L ’Académie des Sciences nous a fait le très grand honneur de décerner 

à cet Ouvrage le prix Poncelet, pour l’annee 1919.
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B A L I S T I Q U E  E X T É R I E U R E

INTRODUCTION.
LA BALISTIQUE EXTERIEURE RATIONNELLE.

1. Objet de la Balistique Extérieure. — L'étude du mouvement d'un 
corps posant, do forme quelconque, lancé clans un milieu résistant, es! 
un problème inabordable, dans l'état actuel de la Hrvsique, de la 
Mécanique et de l'Analyse.,

La Balistique Extérieure étudie le mouvement, dans l’air, de cer
tains corps solides — les projectiles de l'Artillerie — qui jouissent de 
propriétés mécaniques spéciales, grâce auxquelles le problème se sim
plifie notablement et devient accessible au calcul. Les .simplifications 
qu’on apporte ainsi à renoncé du problème général constituent les 
hypothèses qui permettent de ramener l’élude d'un phénomène* naturel 
très complexe à une question de Mécanique pure et d'établir, sur des 
hases logiques, la Balistique Extérieure rationnelle-

Nous devons donc, tout d’abord, énumérer les hypothèses nécessaires 
au développement de cette science, qui met en présence : la Terre, 
l’Atmosphère et le Projectile.

2. I»a Terre. — iu On suppose d’abord, dans l’étude du mouvement 
des projectiles sur les trajectoires usuelles, limitées, dans les deux sens, 
a la surface de la Terre, que ccllc-oi est plane et immobile.

La première hypothèse, forme plane de la Terre, peut être admise, 
parce que la longueur des trajectoires (portée i 5oL“ , au plus, pour les 
plus longue^ exceptionnellement réalisables jusqu'à ce jour) est très 
petite relativement au rayon du globe terrestre (63jo lm). L'erreur pro
duite sur la portée par cette très faible courbure ne pouvant être que 

s P. CHARBONNIER. TOMH l.
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très petit**, relativement à la perlée elle-même, on est conduit à la 
négliger, en première approximation, tout au moins, quint* à donner le 
moyen de l’évaluer en deuxième approximation.

Vimmobilité de la Terre est la deuxième hypothèse. La rotation de 
la Terre inllue sur les trajectoires (les projectiles; mais, cette 
influence, quand on la traduit en nombres, apparaît comme très Faible. 
On pourra donc, encore, admettre tout d’abord l'hypothèse de l'immo
bilité de la Terre, et, plus tard, dans une deuxième approximation, on 
donnera le calcul de Terreur ainsi consenlie.

3° La Terre, par son attraction, donne naissance à l’une des deux 
forces principales qui agissent sur le projectile, le pouls. Dans l'étude 
<lu mouvement des projectiles, on suppose d’abord que la gravité est 
constante en grandeur et an direction.

On sait que ces deux hypothèses ne s’appliquent légitimement, et 
à la limite, qu’à une petite étendue autour d’un point du globe; en 
réalité, la gravité varie, en grandeur, suivant Y altitude et sa direction 
passe, à peu près, par le centre de la Terre. KILc varie aussi avec la 
latitude du lieu où se fait le Lir.

La petitesse de nos trajectoires actuelles, relativement aux dimen
sions du globe, autorise à admettre, en première approximation, la 
constance de la gravite, en grandeur et en dit cation* line second*' 
approximation permettra d’évaluer l'importance de l'erw nr introduite 
par ces h v pothèses.

3. L’Atmosphère. — La Balistique traitera tout d’abord le ras le plus 
simple, ce qui conduit évidemment à supposer que l'air où se meut le 
projectile est un milieu homogène.et immobile.

En réalité, la densité de l’air et la résistance, qui en est une fonction, 
\arient avec Valtitude* Or, à cause du peu d’étendue en hauteur, de 
beaucoup des trajectoires utilisées par l'Artillerie, la variation de la 
densité est très souvent assez faible, de l’origine au sommet. 11 eu résulte 
qu'en première approximation, l’hypothèse de la densité constante 
pourra être admise, cl qu’on pourra calculer, comme deuxième approxi
mation, le tqrme correctif en général petit, dù à la variation de la 
densité de l’air avec Taltitude.
^Pourles trajectoires tirées sous de très grands angles de projection, 
avec une grande vitesse initiale, cette méthode d'approximation succes
sive pourra être insuffisante et le problème balistique devra être résolu
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dans toute sa généralité, on introduisant la loi réelle do la résistance de 
l'air on fonction de la vitesse el do l'altitude.

L'hypothèse de l'immobilité de l'air représentera le eus normal pour 
lequel la trajectoire doit être calculée : le cent atmosphérique est un 
phénomène accidentel dont les effets seront, en général, très faibles 

relativement aux dimensions de la trajectoire en air calme, à cause de la 
politesse ordinaire de la vitesse du vent, comparée à la vitesse dont eM 
animé le boulot. L'effet du vont sera donc calculé comme une seconde 
approximation.

i .  Le projectile. - l u projectile qui se moût dans un milieu résis

tant est sollicité par doux systèmes de forces : par la pesanteur, qui 
agit, sur Loulcs ses particules, et par la résistance, qui .s'exerce sur tous 
les points de sa surface.

La Mécanique rationnelle énonce, dans ce cas, le théorème suivant : 
Le centre de gravité d'un corps solide se meut comme si toute la 
masse était concentrée en ce point, el comme si toutes les forces 
extérieures y  étaient transportées parallèlement à elles-mêmes.

La Balistique devra donc considérer un point matériel de masse égale 
à celle du projectile, auquel serait appliquée la résultante, à chaque 
instant, des deux forces extérieures, la pesanteur el la résistance de 
Cuir.

Si L'on considère des projectiles sphériques, lancés sans rotation, 
dont le centre de gravité coïncide avec le (‘entre de ligure, ou des 
projectiles obfangs qui, par quelque moyen de stabilisation, seraient 
assujettis a se mouvoir rigoureusement dans la direction do leur o\t\ la 
résistance de l'air, par une raison évidente do svmétrie, se réduit à une 
force unique, dirigée en sens inverse du mouvement de translation. 
L'expérience montre que, dans ce cas, la résistance ne dépend, pour 
une valeur donnée de la densité du milieu, (pu* de la vitesse de trans
lation.

On dit alors que la résistance est tangenlielle.
Dans le cas général du mouvement d’un mobile do forme quelconque, 

lancé arbitrairement dans l'air, la résistance varie à chaque instant, 
d’abord avec la vitesse du mobile, puis avec la façon dont il présente sa 
surface à l'air. La résistance est donc fonction (en grandeur el en direc
tion) de la position menu* du mobile sur sa trajectoire et de la vitesse : 
elle n’est plus Utngenlielle.

Les projectiles ohlongs, lancés par les canons de l'artillerie moderne,



iXTBonucrzorf.4
prennent, sons. l'action des rayures, un mouvement rapide de rotation 
autour de leur axe. Dans ces conditions, nécessaires pour assurer la 
stabilité du projectile sur sa trajectoire, l’hvpothcse d’une résistance 
tSangcnlieilc n’est pas absolument exacte. L’axe de ligure n est pas Taxe 
de rotation, et ni l’un ni l'autre ne peuvent rester, rigoureusement, 
dirigés suivant la tangente à la trajectoire.

La résistance de Pair ne se réduit donc pas à une force unique, mais 
à une force et à un couple; elle ne peut être rigoureusement langcu- 
tielle.

Le phénomène de la dérivation des projectiles oblongs résulte, 
justement, de la non-comcidence de l’axe de figure et de la tangente à 
la trajectoire. Or l’expérience montre que la dérivation n’éloigne le 
point de chute du plan de projection que d’une quantité qui est toujours 
très faible par rapport & la portée; d’autre part, Tétudc théorique du 
phénomène, d’accord avec l’expérience, indique que, dans le cas d’un 
projectile animé d’une grande» vitesse de rotation, l’écart entre l’axe de 
figure et la tangente reste, en général, très petit. Lorsqu’il n’en est pas 
ainsi, c'est que le projectile est défectueux ou que le canon présente 
quelque imperfection : la tenue balistique du projectile sur sa trajectoire 
n’est plus assurée. On doit chercher à améliorer les propriétés balis
tiques de l’arme. Les projectiles de tenue défectueuse restent donc en 
dehors de ceux que la Balistique peut, espérer atteindre dans ses 
théories.

Elle peut cependant éclairer assez les principales circonstances du 
mouvement de ces projectiles pour servir de guide, dans la pratique», 
aux recherches d’amélioration de leur tenue dans l ’air.

Pour tous les projectiles susceptibles d’un bon service balistique», la- 
force déviatriee qui est appliquée aux projectiles, et qui produit la déri
vation, est donc toujours très faible par rapport à lu force principale 
qui est la résistance tangonticlle. On peul, par suite, négliger celte force 
déviatriee en première approximation, tout au moins, et considérer, 
indépendamment l ’un do l’autre, le mouvement principal dû ù la seule 
résistance tangonticlle, et le mouvement perturbateur dû â la force 
déviatriee.

5. Problèmes balistiques principal et secondaires. - - Les considéra
tions qui viennent d’être développées conduisent à une simplification' 
très importante dans l’étude de la Balistique Extérieure rationnelle. 
Elles autorisent, en effet, la division du problème général en deux 
autres problèmes de caractères bien différents : l’étude du mouvement
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principal, du à l’action simultanée «le deux force* prépondérantes, et 
l'élude des perturbations, dues à un grand nombre «le cause* de faible 
action.

Le problème balistique principal s'énonce alors ainsi :

Etudier le mouvement d'un point matériel pesant dans un milieu 
en repos, de densité constajite^qui lui oppose une résistance tangen- 
tielle, fonction de la vitesse. La Terre est supposée plane et immo
bile; la gravité est constante en grandeur et en direction.

Le mouvement, du projectile étant supposé connu par la solution du 
problème balisti<|ue principal, il y aura lieu d’étudier ensuite les modi
fications que les hypothèses simplificatives, «jui ont été faites précédem
ment, apportent à la trajectoire véritable.

Les termes correctifs qui s'introduiront, ainsi seront, en général, très 
petits; d'après un principe connu, on pourra les calculer séparément,et 
leur somme donnera la correction totale à apporter à la trajectoire 
principale.

On aura ainsi une série de problèmes balistiques secondaires, qui 
seront classés cl étudiés d'après les causes qui leur donnent naissance, 
en distinguant l’ influence de Y Atmosphère^ de la Terre et du Pro
jectile*





I .

PROBLÈME BALISTIQUE PRINCIPAL.

CHAPITRE PRÉLIMINAIRE.
LES BASES DE LA BALISTIQUE EXTÉRIEURE RATIONNELLE.

I. -  LOIS DE LA RÉSISTANCE DE L'AIR.

6- Lois expérimentales. — La insistance de T air est la seule force 
inconnue qui figure dans l’énoncé du problème balistique principal (o). 
L'élude théorique des lois de celle résistance est encore peu avancée el 
la partie de la Physique mathématique qui s’en occupe est encore loin 
do pouvoir rendre compte des fails expérimentaux. Aussi est-ce presque 
à Pexpéricnce seule que les artilleurs sont encore obligés de demander 
la détermination, des lois de la résistance et les valeurs numériques 
nécessaires pour l’application pratique des théories de la Balistique.

Cette recherche constitue alors un problème de Balistique expéri
mentale dont il ne sera pas question ici.

Faisons simplement connaître les trois lois principales que l'expé
rience a permis d’établir :

I
La résistance de l'air est: i° proportionnelle à la densité de P air ; 

■ i° proportionnelle à la section droite du projectile ; 3® pour des 
projectiles peu différents de figure, elle est susceptible dPêtre 
exprimée parla formule *F(t>), oà i est un coefficient indépendant 
de la vitesse, dépendant de la forme du projectile, el F (r) une 
même fonction de la vitesse pour tous ces projectiles, •

7 . Expression des lois de la résistance. - La résistance de Pair, 
c’estrà-dire la foret* A, en kilogrammes, qui s'oppose au mouvement
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du projectile, s’écrira, d'après les troklnis précédentes :

A  = ix~~- Fi f v i,4 .

formule où A est le poids du mètre cube d'air, en kilogrammes 
(nombre proportionnel à la densité de l’air'), a le diamètre du projec
tile (calibre), en mètres, i  l'indice de forme du projectile.

L'accélération que cette force A  imprime à un projectile de masse »i, 
a pour expression

3 =  ^  =  ni p

(p  étant le poids du projectile, en kilogrammes, et g  Y accélération de 
la pesanteur).

On a donc

On suppose, pour l’établissement des tables, que le facteur constant

‘A g  est incorporé à la fonction de résistance, qu’on désigne alors par la 4
notation F(u). On a donc

9 =  cF(u),
en posant

’ -v a*c =  i\  — •
P

Le nombre c est le coefficient'balistique du projectile; le produit 
eF(t>), ou souvent, par abréviation, cF , est une accélération, immé
diatement comparable à la gravité g , et exprimée en mètres-seconde.

Remarques. —  i°O n  dénomme souvent l’accélération 9 la contre- 
accélération de la résistance de l ’air, et, parfois, par traduction littérale 
des auteurs italiens, retardation ;
. a® Siacci et, à son exemple, beaucoup de bali.slicicns emploient, au 

lieu de c, un paramètre
C =  — -— i iooo c

qui est dit le coefficient balistique réduit du projectile;
3° Le coefficient balistique c peut varier, dans les applications balis

tiques, depuis o,oio (balle sphérique de revolver, i - = i ,  a —  om,o<>8, 
p —  o1» ,008) jusqu’à 0,00007 (canon’ de bord, t =  o,3o, o ==oto,r)2, 
p == 15oo**) :

IO*Ç BS 10000, 10*0 bs 70.
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On a : <?= o, dans le vide; c =  x , pour un grain Je poussière en 

suspension dans l’air.

8. Fonctions F (r  ) et f^e). — La fonction F { r ) augmcnlanl 1res vite 
avec i\ sa représentation graphique ne fait pas saisir aisément les lois de

s'a variation {fig* i)* Aussi compare-t-on, souvent la fonction h (r) à des 
fonctions monomes, v , w2, u®, ou v*. En général, on considère la fonc-
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lion f ( r) telle que

Les expériences entreprises au polygone de F Artillerie navale, à 
GiVvre, poursuivies pendant de très nombreuses années et utilisant 
plusieurs milliers de coups de canon, ont permis de déterminer la forme 
delà courbe f(i') pour les projectiles ogivaux de la Marine française. 
Elle est figurée ci-dessous (fig> a) [voir t. 1\ , Partie).

^  Fig.

BASES DE LA BALISTIQUE EXTERIEURE RATIONNELLE.

Uv) = F< v) 
v1

J1 y a, d'ailleurs, un accord 1res satisfaisant non seulcmcnl de la 
forme générale, mais même des valeurs numériques dos diverses courbes 
expérimentales delà fonction f(e') qui ont été établies parles artilleries 
des différents pays militaires.

II. -  ROLE DE LÀ LOI DE RÉSISTANCE 
DANS LA SOLUTION DU PROBLÈME BALISTIQUE.

9 . Les lois partielles de résistance. — Eu considérant la forme <|e la 
courbe des f(e ) (fig. ?.), on peut se rendre compte des interprétations 
successives qui, à mesure que les vitesses initiales des canons augmen
taient, ont dit être données des lois de la résistance de l’air, do la 
progression des essais tentés pour résoudre le problème balistique en 
spécifiaut la forme de la fonction E(u), des1 raisons de leur succès 
momentané et des causes de leur insuffisance finale, Cet examen résume, 
dans un certain sens, toute une face de l’histoire de la Balisliuue Exté
rieure.
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L1 s'agissait, pour les balisliciens, de trou\er, pour représenter la 
fonction F(w), une forme assez simple pour permettre la résolution 
analytique du problème balistique, tout en ne s'écartant pas trop de la 
loi de résistance véritable.

i° Tant qu’il ne s’est agi que des vitesses très faibles, que, dans 
l’ancienne artillerie, on imprimait aux. bombes, xitessos \ariant entre 
- 5m et 25om en\iron, la loi du carré (ou quadratique) F u ,) =  Blir 2, 
que, d’ailleurs, depuis Newton, beaucoup de balistieiens regardaient 
comme rigoureuse, a pu paraître bien suffisamment exacte. C’est sur 
eette loi qu’Euler, Borda, Français, etc., ont établi les premières théo
ries balistiques. La courbe des f(e) présentant un minimum dans la 
région des vilesses utilisées, la loi quadratique peut être considérée 
comme satisfaisante.

2° Pour les vitesses plus grandes, celles des canons lisses, allant jus
qu’à 45om environ, le général Didion, mettant à profit quelques déter
minations de la résistance de l’air au moyen du pen'dule balistique, 
remarquait une augmentation plus rapide de la résistance avec la vitesse 
que celle qu’indiquait la loi quadratique.

À  la courbe des f(e), le général Didion substitua une droite inclinée 
sur Taxe des r, eu posant

• f(y )=  Bj-f-Bji»,
eVst-à-dire

F(y B2v2h-

3° L’inlerprètalioii d’expériences du même genre conduisit le colonel 
de Saint-Iloberl el le général Mayewski à prendre pour l\r) la parabole

f( v )=  B2-+- B*v2,
c’est-à-dire

Ffv)— B B * u L

lîashforth, qui utilisa un chronographe électrique, prit, plus sim
plement, une droite passant par l ’origine, adoptant ainsi la loi cubique

*
5° Le capitaine Pilon-Bressant remplaça la courbe des 1 ( i’ ), dont 

l’ascension est si rapide entre a5om et 5oom, par une parabole dn second 
degré «’i axe vertical, ayant son sommet à l’origine. Cette représentation 
revient, A adopter lu loi biquudmtique

F(v) » B 4v*.
t

Par une heureuse fortune, il arrive que la loi biquadratique, portée
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dans les équations différentielles du mouvement, permet de les intégrer, 
i\ l'aide de quelques approximations, sous une forme qui présente le 
maximum de simplicité. Toute une théorie balistique et de consido-

Fig 3.

+ F(V)»3^V‘^

_________H  d&èàes F(v)= 3 Z
_________SU  é^S oêai e t M & fcvrtlk fhrjm tr~

râbles travaux d'application pratique ont pris celle loi de Piton-llressant 
comme base (Hélie, général Zaboudski, etc.). Mais l'application de 
cette loi au delà de 5oom cesse d’étro logique et perd toute signilica-
I.ion physique.

6“ Si, au contraire, on recherche une représentation simple de la 
courbe f(t>) pour les hautes vitesses eu sacrifiant les petites, on eM 
conduit avec le commandant Ghapel et d’autres balisliciens ( Hojel, 
colonel Vallier) à prendre, pour F (r), la forme linéaire (B0-+-B|^) 
et, par suite, pour f(e), l’hyperholc cubique f(r)==. (B0 est
négatif dans la formule de Ghapel). On peut encore, avec le commun- 
da;U Batailler, prendre, dans les mêmes régions de vitesse,

F (u)=  \/ Mt>* ( v 3— n ).



ROIE DE LA LOI DE RÉSISTANCE DANS 14 SOLUTION DL PROBLÈME B4MSTIUIE,

—  CCliapel f(u)
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10. Bases réelles du problème balistique. —  Gelle façon (l'cm isagcr 
la solution du problème balistique en s’imposant la représenta lion, sous 
une forme simple, d’une loi très compliquée, ne peut évidemment 
conduire à une théorie présentant quelque généralité. Eu décomposant 
ainsi, en tranches, la loi de résistance, on n’obtiendra évidemment que 
des solutions partielles, ne s'appliquant qu'entre des limites déter
minées.

Il n’y  aura aucune unité de méthodes ni de formules dans ecs pro
blèmes particuliers, et l’application en sera même des plus délicates, 
dans la pratique, où les tirs qu’on veut, étudier sortiront souvent des 
limites que l'on a tracées d’avance à l’emploi de la théorie.

Si ces modes de représentation ont eu leur utilité ù leur heure, la 
manière dont on envisage, actuellement, la solution du problème balis
tique leur a fait perdre une partie de leur intérêt, en les rangeant tous 
comme des cas particuliers de la solution générale.

Les équations différentielles du mouvement du projectile s'établis
sent, évidemment, en laissant à la résistance la forme générale et impli
cite F (('). La solution vraiment rationnelle et générale du problème 
btdistique, qui consiste dans l’intégration do ces équations différen
tielles, devrait donc conserver celte indétermination de la fonction K(r) 
jusque dans les formules d’application. Le problème devrait être résolu, 
en lui-même, par des procédés généraux, el non ù l’aide des artifices 
analytiques que peut permettre le choix d'une forme explicite do la 
fonction P (v).

La solution devrait pouvoir s’appliquer identiquement, non seuh*- 
ment à la loi particulière de résistance qui convient aux projectiles eu 
usage à une certaine époque, dans une certaine Artillerie, mais à une 
fonction quelconque exprimant la résistance. On aurait, alors une solu
tion générale du problème mécanique posé, solution dans laquelle il 
suffirait d’introduire, pour les applications numériques, comme eas 
particulier, pour ainsi dire, telle loi de résistance de l’air que l ’on 
voudra. ,

On peut dire que celte manière d’envisager, par une vue d'ensemble, 
le problème balistique, jointe à lu solution approchée qui a pu être 
donnée <dans certains cas, très intéressants d'ailleurs pour la pratique, 
constitue un des progrès les plus considérables qui aient été faits en 
Balistique. Le mérite en revient, pour la plus grande partie, A deux 
savants artilleurs italiens, le colonel de Saint-Robert et le colonni 
Siacci, qui ont su généraliser heureusement des méthodes déjà utilisées 
dans des cas particuliers par les halisticiens français : Borda, le capitaine 
Piton-Bressanl et le général Didion.
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À l'heure actuelles il est possible d'élargir lu même idée et de la déve
lopper sur des bases rigoureuses, de manière à lui faire embrasser la 
Balistique Extérieure rationnelle tout entière.

11. Sur la généralité de la Balistique Extérieure rationnelle* — II
importe beaucoup de remarquer que la science de la Balistique Exté
rieure, si Ton peut l’édifier, ainsi qu’il vient d\Hro exposé, sur le principe 
de la conservation de la fonction F (r i, devient, en fait, indépendante 
des lois de la résistance de Vaii\ énoncées précédemment (C j. Elle 
suppose, simplement, que cette résistance est tangentielle et fonction  
de la vitesse e.

Les lois expérimentales montrent alors seulement comment on pourra 
passer, pratiquement, d’un projectile à un autre différant de formes et 
de dimensions pour l’élude de la trajectoire du second quand on con
naîtra celle du premier, et comment «on utilisera, par suite, pour un 
grand nombre de projectiles, les memes tables numériques, calculées 
une fois pour Loutes et issues d’une même fonction F t v ).

On est donc en droit de dire que les lois expérimentales de la résis
tance de l’air pourraient être complètement bouleversées, sans que les 
théories de la Balistique Extérieure fussent, en quoi que ce soit, modi
fiées.

Rien ne serait changé, par exemple, aux théories balistiques, si l’expé
rience montrait que la résistance est une fonction quelconque du dia
mètre du projectile, une fonction quelconque de la densité de l ’air ou 
de-la température, ou que l’indice de forme i est variable avec la vitesse. 
Ces lois obligeraient seulement à calculer des tables numériques plus 
nombreuses. Si les lois expérimentales énoncées (6 ) pouvaient cepen
dant être prises comme première approximation, les mêmes tables servi
raient pour tous le.sprojectiles; il s’introduirait alors un certain nombre 
de termes secondaires, qui permettraient d’obtenir la solution complète 
du problème.

C ’est cotte généralité et cette indépendance quasi complète de la 
théorie et des lois expérimentales qui font que la Balistique Extérieure 
mérite, au plus haut point, le nom de rationnelle, que nous lui avons 
donné dans cet Ouvrage.

12. Intérêt de Pétude des lois simples, — U n’est pas inutile cependant 
d’étudier, avec soin et détail, les problèmes particuliers définis par uuc; 
loi simple de résistance. Ils présentent d’abord une importance histo
rique considérable ; leur connaissance est nécessaire pour lire les travaux
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des balisliciens el pour comprendre les rapports des Commissions d’ex
périences. D’autre part, certaines questions, inabordables par une théorie 
générale, admettent, dans des cas particuliers, une solution complète qui 
peut déjà donner des résultats approchés, d’une application assez étendue 
et d’une généralisation possible. Us sont, enfin, très propres à Faire péné- 
Irer intimement dans la connaissance des propriétés, souvent délicates, 
du mouvement du projectile dans l ’air.

Parmi les lois simples, les plus importantes à considérer sont les lois 
dites monomes, de la forme F (i’ ) =  B„ ?*". On peut imaginer la courbe 
dés F ( v) partagée en zones telles que, sur chacune, l’exposant n n ’ait 
que de faibles variations. Le problème balistique étant supposé résolu 
pour une valeur quelconque de n pourra, évidemment, être étendu, pour 
le calcul pratique d’une trajectoire quelconque, à une fonction F(r') 
quelconque, à condition de diviser la trajectoire en arcs d’amplitudo 
convenable.

13. Degré de la résistance. —  Dans toute l'étude du problème balis
tique, on est naturellement amené à prendre, comme référence, de la 
fonction F(t>), la fonction monome B«un, qu’on peut soit lui substituer 
en un point, soit assigner comme limite de ses variations.

La fonction F(«) et la parabole Bb i>" sont tangentes au point et 
l’on a, pour déterminer Ba et n, les deux relations

F(w )=B„u«, F'iv)== »B„v«

d’ où

)
L’exposant n est dit le degré de la rêsisUvicp au point v.

Sur l’ensemble de la courbe F(»>), le degré de îa résistance varie, en 
général, en chaque point. Si l’on représente, sur le plan, une courbe 
quelconque F(v), en fonction de v, la valeur n =  i correspond appoint 
dont la tangente passe par l’origine. Quand lfv tangente coupe l’axe 
des v dans la région positive, n est >  i ; dans la région négative, ou a 
n <  i. •

Ainsi, sur la figure 4) on a :

Arcs......... OA. A, AB. ' B. BC. C. CD, D, DE.

■ , n : •■ ••••• > 1 =■ ! <1 >*=I > 1 *=T < 1 3*0 >  l

Én Balistique, on né considère que le cas de /i?o. Le cas de n <  o
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correspond, en effet, à l’hypothèse d’une résistance décroissant quand la 
vitesse croît. Ainsi donc, on aura toujours F ( v ) ^ o .

D’après les lois expérimentales de la résistance, le degré n de larésis-

Fig. 5.

tance varie fentre i,5 (pour v =  700®) e t n  =  6,a (pour u =  33om)
M r- 5).

p. <Hu*»o?nrnR, to«* r. 2
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Dans les discussions générales des propriétés des trajectoires, on dési
gnera toujours par n le degré de la résistance en un point courant de la 
courbe F(u), par n . le degré correspondant à v =  oc, et par n0 le degré 
correspondant à v =  o.

Quand on emploie la loi F(?i) =  Bnü“ , soit localisée à une courte 
région, soit étendue à toute une trajectoire, on caractérise souvent cette 
loi, au lieu de résistance monome, du nom de résistance ennième.

III. -  DIVISIONS DU PROBLÈME BALISTIQUE PRINCIPAL.

14. Les trois parties du problème principal. — La solution rigou
reuse et générale du problème balistique principal étant impossible, des 
théories partielles, embrassant tel ou tel cas pratique et répondant & lellc 
ou telle simplification analytique, doivent être établies. Mais, avant ces 
théories et les dominant pour ainsi dire, doit se trouver une discussion 
d’ensemble, contenant tout ce qu’on peut démontrer de général sur le 
problème balistique, pris dans toute sa rigueur et étudié d’après les 
équations différentielles du mouvement.

Le problème balistique principal fait intervenir, en un point de la 
■ trajectoire, deux forces [la gravité g  et l’accélération de la résistance 
de Vair 3 =  cF(w)] et une direction (Vinclinaison t de la tangente à la 
trajectoire).

Ltrconsidération de ces trois éléments suffit, évidemment, pour éta
blir les équations différentielles du mouvement. Or, le problème balis
tique se simplifiera notablement quand l’influence de l’un ou de l’autre 
de ces éléments disparaîtra.

La première Partie du problème balistiqueprmcipal sera donc intitulée : 
Les cas-limites du problème balistique; ils sonL au nombre de trois :

i° cF(y) =  o . — Mouvement dans le vide ;
a° g  =  o. — Mouvement rectiligne dans un milieu résistant;

3° t =  ±  — Mouvement vertical dans un milieu résistant.

Ce dernier problème admettra deux subdivisions correspondant l’une 

au mouvement ascendant (x =  -1- , et l’autre au mouvement descen

dant (x = —

Les deux Livres dont se compose cette première Partie traiteront 
donc:
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le Livre 1, de la Balistique du vide;
le Livre 11, de la Balistique rectiligne.

La deuxième Partie du problème balistique principal est intitulée Les 
Théorèmes généraux de la Balistique, et divisée en deux Livres :

Le Livre 111, sous le litre de Les propriétés générales des trajec
toires atmosphériques, traite des théorèmes que l ’on peut établir par 
la seule discussion des équaLions différentielles;

Le Livre IYP indique la position du problème balistique vis-à-vis de 
l'Analyse, montre les difficultés auxquelles on doit s'attendre si l'on 
en recherche la solution rigoureuse, et fait connaître les résultats 
acquis.

La troisième Partie traite des théories balistiques. Elle est divisée en 
(juatre Livres :

Le Livre V est consacré à l'étude des solutions qui, dans le cas d'une 
résistance monome, F(n) =  B* ont été proposées pour résoudre le 
problème balistique ;

I-«e Livre VI traite du tir dé plein fouet et donne la solution com
plète de ce problème, extrêmement important pour les applications 
pratiques ;

Le livre VU étudie les autres théories partielles, que la Balistique 
permet d’établir, suivant la région de la trajectoire qu'on se propose 
d’étudier;

Le Livre V ü l expose les méthodes de calcul des trajectoires par 
arcs successifs, dont l'emploi s’impose dans un très grand nombre de 
questions pratiques.

i?>. Division générale du Traité, — En résumé, la partie du Traité 
actuel consacré ù la Balistique Extérieure rationnelle, se divise ainsi 
qu’il suit :

1. P roblème ba listiq ue  pr in c ipa l .

Première Partie. -  Les cas limites dû problème balistique :
L iv r e  I : La Balistique parabolique ;
L ivre II : La Balistique rectiligne.

Deuxième Partie. — Les théorèmes généraux de la Balistique :
L l v r e  III : Les propriétés générales des trajectoires atmosphé

riques ;
L ivre IV * Le Problème balistique et VAnalyse,
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T roisième Partie. — Les théories balistiques :
L ivre V  : La Résistance monome ;
L ivre VI : Le Tir de Plein Fouet ;
L ivre VII : Les Séries balistiques ;
L ivre VIII : Le Calcul des trajectoires par arcs successifs.

2. —  P roblèmes balistiques secondaires.

Livre IX : La Théorie générale des perturbations balistiqu 
L ivre X  : L'Atmosphère;
L ivre XI : La Terre ;
L ivre XII : Le Projectile.



PREMIÈRE PARTIE.
LES CAS-LIMITES DU PROBLÈME BALISTIQUE.

LIVRE I.
LA BALISTIQUE PARABOLIQUE.

CHAPITRE I.
MOUVEMENT DES PROJECTILES DANS LE VIDE.

I. — ÉQUATIONS DU MOUVEMENT PARABOLIQUE.

16. Sur la théorie du mouvement parabolique. —  La théorie balis
tique de Galilée, qui donna aux artilleurs les premières règles-bri
ques pour la conduite du tir, resta très longtemps en usage. Grâce A la 
perfection s\ laquelle cette théorie a pu être amenée, les procédés et les 
formules auxquels elle conduit, pour la solution pratique des problèmes 
de tir, ont servi de modèles dans toutes les recherches ultérieures sur la 
Balistique dans l’air.

Aussi, les théories les plus récentes, par la forme analytique qu’elles 
affectent., par les variables qu’elles considèrent, par les notations et la 
terminologie qu’elles emploient, conservent-elles l’empreinte profonde 
que la théorie du vide a imprimée à toute la Balistique.

Le problème du mouvement des projectiles dans le vide est, actuelle
ment, dans ses parties principales, du domaine de l’enseignement élé
mentaire de la Mécanique. 11 constitue, pour l’artilleur moderne, un 
cas-limite, dont les formules donnent déjà une certaine approximation 
pour le tir des mortiers, et fournissent, en tous cas, le premier terme de 
de la série qui représente ce genre de tir. Elles donnent également le 
premier terme de la série développée autour d’un point quelconque, 
pour tout petit arc de trajectoire, quelle que soit la résistance de l’air.
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Elles sont, d’autre pari, susceptibles, encore aujourd’hui, de très nom
breuses applications pratiques.

Il importe donc de donner l’exposé balistique complet de la théorie 
du mouvement des projecliles dans le \ide; on a cherché, ici, à coor
donner, sous une forme systématique, les très nombreux travaux qui ont 
été faits sur ce chapitre de la Balistique.

17. Équations différentielles du second ordre. — Dans le vide, une 
seule force agit sur le projectile, le poids qui est appliqué au centre do 
gravité. Le problème balistique principal suppose cette force constante 
en grandeur et en direction (o). Le centre de gravité ne sortira donc 
jamais du plan qui contient, a un iustant quelconque, la direction de la 
pesanteur et celle dc\la vitesse acquise. La trajectoire est, par suite, 
une courbe plane contenue dans le plan vertical du premier élément do 
la trajectoire. Ce plan est le plan de projection.

Soit O la bouche du canon," que nous prendrons comme origine de la

Fig. 6.

trajectoire. Le mouvement du centre de gravité M du projectile sera 
rapporté à deux axes rectangulaires situés dans le plan de projection, 
<)x horizontal et (>y vertical. Le temps t est compté à partir de fori- 
gine O de la trajectoire.
' Puisque la seule force appliquée au centre de gravité agit suivant la 
verticale, la projection de l’accélération g de la pesanteur suivant l’axe 
des x  est nulle, et, suivant l’axe des y ,  elle est égale à { - g ). On a donc 
les deux équations différentielles du mouvement suivantes :

dl x  dly
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Ces équations s’intégrent facilement sous cette forme. 
Ainsi une première intégration donne :

dx
dt

çty
dt g t  +  k \

23

On voit que les deux mouvements suivant les axes des x  et des y  sont 
indépendants l’un de l'autre : le premier, suivant l ’axe des jr, est uni
forme et de vitesse constamment égale à K ; le second, suivant l ’axe des y ,  
est uniformément retardé : ce mouvement est celui d’un projectile lancé 
verticalement avec la vitesse k\

On a d’ailleurs, en faisant t =  o,

Æ==VoCOsa, A'=V0sina;

Vo est la vitesse initiale et a est l'angle de projection.
Puis une seconde intégration donnera :

x = V0* cosa, y  = W  sina—

C’est l’équation de la trajectoire exprimée à l’aide du paramètre le 
temps.

18. Les quatre équations différentielles du premier ordre. - -  Afin 
de rapprocher la forme des expressions des éléments de la trajectoire 
dans le vide de celle qu’on adoptera pour la solution du problème balis
tique dans l'air, on transformera les deux équations différentielles 
du second ordpc en quatre équations du premier ordre, de la manière 
suivante :

Soient, au point M, u la vitesse du projectile et t ¥ inclinaison, sur 
l’horizontale, de la tangente à la trajectoire.

On a les deüx relations

dx
Ht sa VCOSV,

dy~4~ ss v suit dt

I es deux équations différentielle* du second ordre deviennent alors

d( vcosx)
Ht o,

d( osinv )
Ht

ou, en développant les numérateurs,

dv . dz oosT3 F - » . , n , ^

siht du d-z
d i +VCObz7 ü — *•
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Multipliant la première par sint, la seconde par cost, et retranchant, 
il viendra

dt v dt 
g  cost

Dans les expressions de dx  et dy, remplaçant alors dt par la valeur 
ci-dessus et posant u — v cos -, on obtiendra le système des quatre 
équations différentielles suivantes, qui sont celles qu’on se proposait, 
d’établir :

dxdu =  o, dx — ■ «£_____
g  cos*t‘

A — 5 dx
g  COSs T

, it* dtdy =  — — tangv
O cos’ x

19. Formules des éléments d’un point de la trajectoire. — La pre
mière équation : du =  o, donne « =  const.

Comme, à l’origine, on a «0 =  V0cosa, la constante est égale 
à V, cos a, d’où ce théorème : La vitesse horizontale se conserve cons
tante dans le vide.

Remplaçant, alors, dans les trois autres équations différentielles u par 
u0j  et intégrant, il viendra le système suivant, qui résoud le problème 
du mouvement dans le vide, avec la variable tangt :

U =  U0|

Uo tanga — tang-c), 
o

a? = ^  (tango — tangx),
O

r  =  ^ ( t a n g ^ —tang*x).

Les variables qui, dans l’étude du mouvement dans le vide, sont sus
ceptibles d’être prises, le plus ordinairement, comme indépendantes pour 
définir l’extrémité de l’arc, sont (tangi:,t,3?,y) et les deux vitesses, 
totale v et verticale iv =  t> sint. Les données à l’origine sont prises 
sous la forme

Ut == Vo cos a, sv0 =  V0 sina et tango.

Des transformations aisées permettent de passer des équations en 
tangt ci-dessus à un autre système, ayant, pour variable indépendante, 
tel ou tel des éléments ci-dessus énumérés. Il existera donc six systèmes 
de formules, qui sont donnés dans le Tableau qui suit :
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Tableau des six  systèmes de formules de lk trajectoire du v id e .

I. Variable tangx : 

tangx — » ,

(tanga — tangx),

a? =  — (tanga —tangx), 
S
u ̂y  =  ^ (tang*a — tang*x),

v =b Wo/ ï H-tang*x, 

w =  «o tangx.

II. Variable t : 
S*
u»

tangx =  tangx — 

t =  »

x  =  u0t,

e t *y  =  watt— 2^-,

v = “° y  *-*-(t»nga—

w SB Wo~

III. Variablç x : 

tangx s= tanga — us

IV. Variable y  : 

tangx = ±  -  *gy ,l£o

a? =  » ,

s» a? ta n g a  —
£ £ *
Î » J ’ ^

 
8 

Il 
H

M
J

i 
J

#»P t a n g a -
- « ) * •

v « / V î

o *14» ss  tv0— 2— •
I/O

(V =  \/(V |

V. Variable v :

tangx  = ±  — / » * — « J ,

* = j  [» 0± v f®*— “ ïli
O

# =  [wo±V,w*“  «î]>©

v »  a ,
W satfv*— |(g.

VI. Variable co :
«*>tangx =  —,
«a

tss 1  <>0— w), 

»•).• v ■=*/(«?-+-»*)>
(P !

On voit que les variables y  et u introduisent des expressions compli-



CIIÀP. I. —  MOUVEMENT DES PROJECTILES DANS LE VIDE*a6

quées de radicaux. On aura, au contraire, des formules simples en pre
nant, par analogie avec (tanga — tangT) (système I), comme variable

^tanga — ^ »  ce qui donne le système suivant :

■Ilang': — ----- tanga,

( V m '| , " T S ( WBg* “ '* )

r ~ ( tanS*

v =  u<i\J i +  — tanga j

w =  — tanga^*

20* Équations intrinsèques. — Si Ton projette les forces qui agissent 
en un point de la trajectoire sur la tangente et la normale en ce point, 
on sait qu’on obtient les équations différentielles, dites intrinsèques, du 
mouvement.

On aura, sur la tangente,
dv

et, sur la normale,
dt = — ĵ SIUT,

V2— = — tfCOST,

r étant le rayon de courbure au point considéré. 
D'après ecs équations, on \oil :

' dr
i °  q u e  s ’a n n u le  p o u r  t  =  o  ( s o m m e t  d e  la  t r a j e c t o i r e } ;  la  v i t e s s e  

p a s s e  p a r  u n  m i n i m u m ,  c a r  o n  a

d%v dz a cos*t
dli

c ’e s t - à - d i r e  n u e  q u a n t i t é  p o s i l i \ e ;  

2° q u e  !<• r a y o n  dt* c o u r b u r e

v*
g cost:

*■ ■?>**

est minimum au meme point (sommet). On a, pour et* minimum,

21. Longueur de l’arc .y. - Donnons, enlia, l'expression de la lon
gueur dcll'arc s do la trajectoire en fonction de rirtrlinaison 7 .

On a
M* dudh - - ///.r* -+■ dy * -- -
il <•<>**■:
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, • , . , , v*
équation eqimalente a -jr== — ^ cost, puisque, par définition. d$ =  rd~. 

Celle équation s'intégrent par la formule

en posant
* = 4  r c » * - w .&

^ = /  ^  = z [ S +Iog tan« ( i  -  ï)  ]*

Celte intégrale s'obtient facilement par une intégration par parties, 
développée ainsi qu’il suit :

22. Mouvement vertical, Comme cas particulier des formules du 

n* lî), supposons que l’angle de projection a soit égal a ( ±

L’abscisse x  sera constamment nulle. G*r on a (lï, îfy : où — \ Ofcosa, 
cl, si cos a  =  n1 on a ; x  .= o, (jucl que soit /.

I/inclinaison ? sera égale à Car la relation (J, 5), qui s'écrit

Vocosa . , u
c o s t =  — , e x ig e  qu<k ^ =  ±  - ,  s i e o s a = - - o .

Il reste donc, comme variables, dans les formules du n° 19, tr, /, v 
(ou ne), les données à l'origine étant o,o, V 0 (ou tv0V

Le* formule » (pii subsistent dans le Tableau sont alors [es Suivantes :
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Variable t :

» y= , Voisina — *v = V0sina*— g t \

Variable y  :

I fV 0 s i n a ± ^  î sin>« —â'^ÿ], » w =V v̂ o sin*a — 2gy
g

Variable w :

 ̂ V0sina— w 
g  9

jr
Vj sin2a — w*

»

Dtans ces formules figurent les vitesses verticales V 0sinact cv qu’il 
faudra faire égales à ( + V 0) et (+?;) pour le mouvement ascendant

=  t =  et égales à (— V0) età(— t?) pour le mouvement descen

dant =  t =  —

I. — Mouvement ascendant.

»

f = i [ V , - v / V Î - 2^ l

* = 0— V
g

t

V0* - j# * * ,

»

y  =
V| — r«... i

*g

« = Vo-^/;

«* =  VJ — %gy\

»

Le sommet ou point culminant de l’ascension correspond à ?> =  », 
et l’on a

La hauteur Y, =  —  est dite hauteur due à la vitesse V 0,ĝ
gnée parla lettre A ; on a donc

ig

et est dési-

II. — Mouvement descendit. 

» — ^V«ï4-

V̂ VJ — 2gy] ,
VS- « *  

y -  - 2— — »%g

Remarquons, dans les deux cas, la formule y  ■■

v =V »4  

«*= V J ~ a g y-  

»

Vo *+- v 
2

t.
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Si la vitesse initiale de chute est nulle, on a

y  = ~  ï # 1*’ t=  y

us- S U  d* =  — a gy ,  jr =  — —.

Dans tonies ces formules, aussi bien pour le mouvement ascendant que 
pour le mouvement descendant, l'ordonnée est comptée positivement 
de bas en haut.

Lancé avec une vitesse verticale V0, de bas et haut, le projectile 
retombe sur le plan de l’origine au bout d’un temps T =  , et avec une
vitesse (— V0).

i° Problèmes. — a . Poussière d ’eau. — Deux points matériels I 
et 2 partent sans vitesse du même point, d’altitude H, et tombent sui
vant la loi de la chute dans le vide. Leur écart initial étant *0, quel sera 
leur écart Ç à l’altitude o?

La différence des temps de départ est

Lorsque le premier sera à l’altitude zéro, telle que H =  le second 
sera à l’altitude

Donc

d’où 

Pour 

on a

Ç -  H - n , =  i * l i « - ( * - ! ,) • ] ,

Ç SS ay/HÇÔ-j-Çg.

H = 4 o o «  et Ç0 =  o'a* ,o o iI

ï  =  o“ ,o/|.

b. Deux billes parfaitement élastiques sont placées à des hauteurs 
différentes sur une même verticale ; au même instant, on les abandonne 
à leur poids; elles tombent sur un plan incliné de 45° à l’horizon, et 
continuent aussitôt leur roule sur un plan horizontal parfaitement poli 
qui fait suite au plan incliné. Déterminer la distance que les deux billes 
doivent parcourir sur le plan horizontal avant de se rencontrer 
(P. Juliicn),
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Si l’on nomme H, etH 2 les hauteurs initiales des deux billes au-dessus 

du plan horizontal, la distance cherchée sera H ,H2. L«a rencontre a

le plan incliné.

c. Deux points pesants sont situés à des hauteurs différentes sur la 
même verticale ; au même instant, on abandonne le point supérieur à 
son poids et on lance le point inférieur de bas en haut, avec une vitesse4 

donnée V0. Déterminer l'époque et le lieu de rencontre des deux points 
{P. Jullien).

Soient a la distance initiale des deux mobiles, x  la distance do 
leur point de rencontre à la position initiale du mobile supérieur, cl 
t l'époque de la rencontre comptée à partir de l'instant où le mouvement 
commence :

On trouve

cL D'une manière générale, trouver le point de rencontre do deux 
mobiles pesants lancés ^verticalement, de deux positions A , ol Aa, avec 
des xilesscs initiales V, et V 2, el avec un retard relatif 0. C’est l1 inter
section de deux paraboles égales.

2° F o r m u l e s  d i f f é r e n t i e l l e s . — Si Ton tire verticalement a une 
vitesse initiale V 0 +  dV0, on obtient, en différentiant les équations du 
mouvement ascendant, les formules suivantes :

ày s=a V0dt-t-tùV0— g t t)t. 
âv*BÙV0 — g di;

1 vitesse constante (àv =  o) :

A temps constant (dt=z o) ;

dy ssxt JVo,

A altitude constante (dy =  o) :

àv »  èVoî
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Au point de chute, T =  on a
g

i m  ®  Q

g

• On remarquera que les deux formules, pourd r =  o, ne sont pas 
valables pour le sommât5 leur dénominateur de\enanl nul.

Il faut, partant de
J' = V»£ — i*/»,

écrire
y  +  ày =  (\  „-t- àV0) ( t -+■ àt) — £ g (, t  - r  Ot)* 

ou, pour Oy =  o,
àt(S\— * f )— — (/■+■ àt) t»V„.

Donc, au sommet :

<,T* = \ /  T 2 dVû -  j  v^ v^ vv
De même, on a

a v ,= y a v 0ov„.

3 °  A baque . — On-pourra représenter le mouvement, vertical par 
un abaque en prenant pour coordonnées y  et V0. Les courbes isochrones 
sont des droites tangentes à la parabole y  =  Les courbes d’égale 
vitesse sont des paraboles égales à celte même parabole.

4 °  N o m o o h Am m e  a  p o in t s  a l i g n é s . — Perpendiculairement ù  un 
axe OÇ, on porte deux échelles métriques ( ^ j  et parallèles, dis
tantes de O P =  a.

Fig 7.

Démontrer que l’échelle des temps est portée par une hyperbole 
tangente en O à OÇ et ayant la droite Ç= a  pour asymptote. L’aligne
ment AMB résoud le problème.
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L ’équation de l’hyperbole est

et l'on a
« î(Ç -rt)=  K*î*, 

Kf» at

II. -  TRAJECTOIRE DIT VIDE.

23. Équation de la trajectoire. — Dans le Tableau des formules 
générales (19), l’expression de y  en fonction de x  (III, 4) représentera 
la trajectoire. C’est l’équation suivante :

g x *y s = x  tanga — •

La trajectoire est une parabole à axe vertical; la tangente à l’ori
gine a l’inclinaison a.

Écrivant
—S.yz=a?*—2#-^-tanga, 

g 9 .

et ajoutant, de part et d’autre, 

on aura
^  tang*a — a^) =  (a; -  ÿ  tang«)*•

Donc, par un déplacement parallèle des axes de coordonnées, il est 
aisé de mettre cette parabole sous la forme réduite. Il suffit, en effet, de 
poser

x  s= — tanga H- Xt et y = —  tangua — y (.

En substituant ces valeurs dans l’équation de la trajectoire, on obtient 
la relation

La parabole se trouve ainsi rapportée à son sommet S et aux axes
(Sfj»(,S 7 ,).

Ce point est aussi le sommet de la trajectoire qui se compose de deux 
branches symétriques : la branche ascendante, allant de l’origine au 

^sommet, et la branche descendante, située au delà du sommet.
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S'il n ’y avait pas de pesanteur, le projectile suivrait constamment la 
lig n e  de p ro je c tio n , c’est-à-dire la droite

y — x  tan ga . 

F ig. 8.

On appelle éloignem ent z la distance OA de l'origine au point de 
rencontre A de la verticale d’un point M de la trajectoire avec la tangente 
A l’origine. On a

z =  V0f.

\J  abaissement y est la distance verticale AM du projectile au-dessous 
de la tangente initiale ; il a pour expression

ou encore
y a « r

y = â*'*>

d’après l’expression de t  en fonction de % (19, III).
On peut mettre l’équation de la trajectoire sous la formei

y = * x  tanga — ~ { i - h  taag*«),

avec les deux seuls paramétres V0 et tang a.
La tangente ep un point x  est donnée par la formule

* Ungx= tanga— Ko

C’est une fonction linéaire de l’abscisse.

24. Directrice et foyer. — On sait que, lorsqu’une parabole est mise
». OflÀRBOJWIKR, TOM» I. 3
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sous la forme réduite
a*:- ( f ) -

la d ire c trice  se trouve à une distance du sommet égale à
Mais le sommet lui-méme, d’après le changement de cçordonnées qui 

a été fait, se trou\e à une hauteur ^  Lang* a au-dessus de l’origine de la 
trajectoire.

Par suite, la directrice est à une hauteur, au-dessus de l’origine, 
égale à

t.ng*a) r- — ■i l

C’est la hauteur due à la vitesse h =  ~  définie plus haut

Le fo y e r  de la parabole se trouve à une hauteur ^  au-dessous du 
sommet, et, par suite, à une altitude

Y / =  —  (tantôt — i) =s— —  cos a a.

En introduisant le paramètre A, l’équation de la trajectoire est
47* v

y  — sc tan g a  —  j ^ ( H -  tangs«).

T héorème de C à s s i n i . — L'é lo ignem ent OM (ligne d’impulsion) est

Ftg. 9.

moyenne p ro po rtip n ne lle  entre  l'abaissem ent MA (ligne do chute') 
et la  ligne d’égalité»

»
Cassini appelle lig n e  d 'é g a lité  une longueur verticale OP égale A 

quatre fois la hauteur de la directrice.
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Ou a donc

OP =  ^  =  a .g
Comme, d’autre part, on a

ÔM*= VJi* et AM ssitf/*,
il viendra

ÔM* =  l^ A M  =  OP.AM. c. q. f. d.
g

25. Vitesse du prcgectile en tm point. Hodographe. — Puisque, sur 
toute la trajectoire, la vitesse horizontale u est constante, on a, on 
un point d’inclinaison x, la relation

v = u°COiX

La vitesse, qui est infinie pour v =  ~> extrémité de la branche ascen
dante en amont de l’origine, décroît jusqu’au sommet, où

T ss o et V, s= K„.

Sur la branche descendante, x devient négatif et la vitesse v croît 
jusqu’à l’infini, pour t =  — en repassant par les mêmes valeurs que 
sur la branche ascendante, pour des ordonnées égales.

En appliquant le théorème des forces vives, on peut écrire immédiate
ment l’équation

«* =  VJ — *gy.

La vitesse du projectile, au point y, est la même que s'il était tombé 
de la directrice, c'est-à-dire d'une hauteur  ̂ 011 (h — y)i en
partant de cette directrice avec une vitesse nulle.

Uodographe. • - On appelle hodographe, dans un mouvement quel
conque, la courbe décrite par l’extrémité d’un vecteur mené d’un point 
fixe parallèlement à la vitesse en chaque point de la trajectoire et pro
portionnel à cette vitesse. C’est donc la relation entre net x qui donnera 
l’équation polaire de l’hodograpbe. •

Dans le cas actuel, on a
v  cost =  u«.

IJ hodographe du vide est une droite verticale.

26. Formules du sommet. — \jc sommet est défini par la condi
tion x =  o.
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Les six quantités qui subsistent dans les équations du Tableau du n° 19 
sont alors :

Données :
«i,, \ il esse initiale horizontale;
tarfg a, tangente de l'angle de projection.

Inconnues :
X;, abscisse du sommet ;
Y„ flèche de la trajectoire ;
T,, durée du trajet de l’origine au sommet ;
Y „  vitesse du projectile au sommet.

Comme on a Y, =  u0, il n’j  a paslieudc considérer Vf comme inconnue; 
de même, la vitesse verticale au sommet <r, est nulle.

11 reste donc trois inconnues. Chacune des cinq quantités (u0, tanga, 
X ,,\„ T ,)  est déterminée en fonction de deux des autres, de sorte que le 
nombre des formules possibles est le nombre de combinaisons de 
5 objets pris 3 à 3, c’est-à-dire =  JO.

Mais, comme il se trouve que, dans T, et Y„ les deux quantités u0 et 
tanga sont engagées seulement sous la forme du produit u0 tanga, 
on n’aura point T, =  / ,  (Y*, w0) et Tx — / 2 ( Y,, tanga), mais seulement 
T, = / s (Y,). De plus, il n’existera pas de relation (X,„ Y,,T,), à 
cause de la dépendance mutuelle de Y s et de T*. Donc, au lieu de 
io combinaisons, il n'existera, en réalité, que 8 formes distinctes.

Les huit formules du sommet sont les suivantes :

«3 .- j  tanga; (a) T ,®  ^2 tanga,
O

(5) Y#=a ÿ

V * Uo (6) Y - * X ?
* ««3 ’

(4) T . - j / 1 * » "» * ! (7) Y , ~

„ .(«)

On- peut remarquer que l’abaissement y , du sommet est égal à
la flèche Y„ Si l’on introduit la hauteur h =  due à la  vitesse*g
in itia le  V0, on a

X«ss Asinuct, Y ,=  h sm*«.

27. Formules du point de chute. — i° Le p o in t de chute est l’inter- 
section de la trajectoire et d’une horizontale passant par *la bouche du
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canon. Il est défini en faisant y  — o dans les équations dn Tableau 
du n° 19.

Appelant w Vangle de chute, l’équation

poury^ =  o, donnera 

d’où

2
y  — -^(tang*a — taog*t),

tan g* oc =  tan g* u ; 

langco = ±  tanga.

La trajectoire rencontre l’horizontale de la bouche aux deux points 
correspondant à w =  ±  a. Le premier, co =  +  a, est l’origine ; le second, 
to =  — a, estle point de chute.

Remarquant que les vitesses restantes, soit totale Vu, soit verticale 
ivM, sont connues et égales respectivement V0 et o*0, on doit dire 
que, dans le problème de la 'recherche du point de chute, ne figurent 
que quatre quantités susceptibles de se combiner en formules :

Données :
«o, vitesse initiale horizontale; 
tanga, tangente de l’angle de projection.

Inconnues :
X, portée ;
T, durée du trajet.

Ces quatre variables, combinées 3 par 3, donnent les =  4 for
mules qui suivent :(0 X = 2| i t a n g d ;  (a )  T  «  2| ï  ta n g a ,

(S) t = £ ,

w  T - ^ / ü p E -

On a, en plus,
co s= — a , V» =s Vo, =  «v«.

y *
a° Il est possible, évidemment, de combiner autrement ces formules, 

en n’employant plus alors, comme variables, les quantités composées u0 
et tanga, mais les variables équivalentes, V0 et a. On peut alors se pro
poser le problème suivant :

Connaissant deux desjquatre quantités (V0, a, X, T), déterminer 
les deux autres. Les formules sont données dans le Tableau ci- 
après :
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Solations.
Données.

*, V0.. . V  VJ •X = —  sm*>a 
g

T =

a, \ .. v . - t / e
V s,n*

T =

a, T .. . . v *T  .>0 = --- sina
2

X =

v „ x .  . .. g Xsin sa = tftj- T =

Vj, T . gTsin a = ^r- X =>

X, T .. .. •̂T2tanga = * V0 =

« V
g

-sina

' ï X tanga

g ^
2 tanga

X = ^ / v î T i - i * > T ‘

T*

V2La formule X  =  — sm ^ a ,o u ^ = â À sin 2 a, qui indique que la portée
g

est proportionnelle au sinus du double de l'angle de projection, esl 
due à Torricelli.

3° On exprimera les éléments du sommet (X*, Y,, T*), en fonction des 
éléments du point de chute, par les formules

X,= X
2

Y ,=

L’abaissement yw au point de chute, qui est -y£ T 2, esl égal à quatre 
fois la flèche de la trajectoire. *

4° Problèmes. — I. Sous quel angle doit-on tirer pour que la portée 
vaille m fois la flèche?

On aura
a/i sina a =  mh sin* a,

d’où

tanga =  — * ° m

IL Sôus quel angle doit-on tiier pour que la portée soit égale à la 
hauteur due à la vitesse?

On a 

Donc

Ksin aa = -• 
2

a ss i5°.

IJL Établir un namogramme à droites parallèles ayant pour charnière 
( V 0) et donnant X, YJ? T  en fonction de a.
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IV. La hauteur moyenne ym où se tient le projectile est donnée par 
les formules

/ y d t  ou f  y& t-
- • 1 e-'û A %/0

Démontrer qu’on a
y m — j Yj.

28. Formules différentielles. — Les formules différentielles ont pour 
objet de répondre à la question suivante : Les conditions initiales a e< V0 
du tir sont un peu changées, a devenant (a +  da) et V0 devenant 
(V0+ d V 0) : quelles modifications très petites (dX, dT, dX„ dY„ dTf) 
subissent corrélativement les éléments du point de chute et du 
sommet ?

Prenons, par exemple, la portée X, dont l’expression développée est

v *v î •X sa — ïsinacosa.
8

Différentiant logarithmiquement, il viendra
dX
X

adV, cosa
( s in a na*)d(t,tjc o s a ,

et la parenthèse se réduit à

tang a#

En opérant un calcul analogue pour les autres éléments, on arrivera 
au Tableau suivant :

i° Formules différentielles du point de chute :

àX
X

. a à_l =  àV2 +  _ L _
ta n g a s  ’ T  V# tan g a

Sa.V# tang a*'""’ T

On peut mettre aussi ces formules sous la forme suivante :

dX =  î j ^ s i n a a ^  -4-cosaad*^; dT =  ^sina ^  4-cosad*j

On a, de plus :
da sb — dz, dV** =  dVo-

2°' Formules différentielles du sommet : 
dXf a dV«

(O
X, 
éXs
Y,

V,
adV#

ta n g u a
a

tanga

da;

da;

da;V P, dV0
T 7  =  TT ^  Tanga

— ta n g a  da
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On peut les mettre sous la forme suivante :

^sinaa^2 e o s a x à x j ; àTs =  ^^sina^2-H cosa<)a

« , - B . /  . dV« . \  smalsina-TT- -+-cosaoa); dVs =  cosa <?V0— Vo sina don.
8 \  v« / ’

Remarques. —  I. On peut enfin supposer que l’autre constante qui 
figure dans les formules et qui est la gravité g  subisse une petite modi
fication ùg. On a alors

dX àXs _ àT _ àTs __ àg 
X -  X, “  T “  T , -  g '

II. On peut avoir besoin, pour certaines discussions, des termes du 
second ordre en dx et dV0 ; un développement en série de la formule de

la portée, par exemple X =  — sinaa, conduit aisément à la formule 
m S

suivante :
dVo m A-=7- =  2 -rz----H 2 COt 2a docàX

X
àVç
Vî

■ 2 (?a*- . p * àV0 4 cot2 aoa~^— • 
Vo

De même, pour la durée du trajet T, on obtient

dT
T

àjh
Vo

■4- cota à* -cota^aa
dV0 
V« '

HI. -  THÉORÈMES SUR LES PROPRIÉTÉS DE LA TRAJECTOIRE.

29. Équation de la trajectoire en coordonnées polaires. — On prend, 
comme coordonnées, le rayon vecteur OM, désigné par X„, cl Vangle 
polaire <r que OM fait avec l’axe des Ox.

L’angle <r s’appelle, en Balistique, Vangle de site ou le site du point M 
de la trajectoire (ou du but) ; il est positif au-dessus de Ox  cl négatif 
au-dessous. La droite OM est dite la ligne de site du point M (ou du 
but).

De l’équation de la trajectoire

r - * t a » g a - g j ,

on déduira, en posant x  =  X g cos tr e tj' =  X„ ski c, l’équation suivante, 
en coordonnées polaires :

_ a VJ cosa . . .
•X9=! V ^ Sm(a_<,)
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ou, sous une autre forme,

X*
âVjS cos2a 
g  coscr (tanga —tango).

Expression de tan g t. — On a

d o
tangt ss tanga— g r

«8 *

gtangr s= tanga — ,2- v  coscr

Fig. 10.

4<

Comparant à la dernière forme de l’équation de la trajectoire, on 
aura

On déduit de là
tangr ss a tanga — tanga.

flp =  «o(a tango — tanga) et ®*= u j[ i- t- ( i  tango — tangaj*].

Soit A  le point de rencontre des deux tangentes en M et en O ; si 
l’on mène AB verticalement, on voit aisément, en employant la for
mule ci-dessus, que le point B divise la corde OM en deux parties 
égales.

30. Variations de l’angle tangentiel. —  L’angle que fait, en M (fîg -1 o), 
la tangente MT avec la ligne de site OM, et qui est désigné par <o„ est 
donné, d’après la courbe polaire, par l’expression générale

. v dfftangti>9= — Ag ^  - »

Mais, on écrira de suite, directement,

o)ff=s<r —t, <Toù
et, par suite,

tangos: tangff —‘tangx 
14 - tangff tafig?

tangc*)ff =s tangt? — x)

_____ tangg — tang?_____
i — tang? tanga +  a tang*?
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Les variations de l’angle «a* sont données par le Tableau suivant :

n n izo =  — a a$ o 2a ----- —-  >
2 * 2 *

W<J±= o —  o 4 - 4- a -H a 4 - o.

Fig. i i .

i° L’angle <Oj passe ainsi par deux valeurs maxi et mini (<off)w, qui 
correspondent à l’égalité de =  rfr.

D’après l’expression tang-r =  2 tango- — tanga, en ces points désignés 
par o-', on devra avoir

c o s2cr' =  a  c o s2x ou t a n g âx =  1 4 --* t a n g 2 o'.

On aura donc, pour déterminer en fonction de a, la relation 

2 tangua'— 4 tango' tanga 4- tangua — i =  o.

On en déduit
tango '=  tanga z t  ---------- -

/ ‘ICOSa

Il existe ainsi deux angles c', l’un en amont du point O (signe -+-)? 
l’autre en aval (signe— ), qui correspondent à un minimum et a un 
maximum de l’angle o v

L’angle <r'T qui est en aval de l’origine, est donné par la formule

tang o' = 2 sins— y/5 
2 cos a

On pourra discuter cette équation suivant la valeur et le signe de a. 
On aura cr' =  o, au point de chute, pour a =

Si a l’angle <r sera négatif; si a > ^ ,  cet angle sera positif. Ou

voit facilement que les points de la trajectoire correspondant aux deux 
valeurs de <x' (en amont et en aval) sont sur deux verticales équidistantes
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de l'origine, telles que x  =  ±2-Xs ESJÏJï. La droite qui les joint e*t 

parallèle à la tàngente initiale.
Si Ton porte la valeur de o (d’aval) dans l’expression de lang<i>ff, on 

trouve, pour valeur de l ’angle tangentiel minimum la formule
*

tangt )m = y/acosa 
4 — 3 /^s in a

Ainsi, {coff>w sera dmit, si l’angle de projection est tel que

. 2 /* 1si n« =  — ou cosse = - ;> v)
d'où

et =  70", 3o.

a0 <S«/- quelle ligne de site le projectile arrive-t-il normalement? 

On doil avoir o)a =  j  > donc tang to<,=oo. Égalant à zéro le dénominateu r 

de l’expression de tang ti)a, on aura

d’où
•x tangJff*— tango* tang» + 1 =  o, 

langa s . a tango*-t- col»*, 

qu’on peut transformer en

tang(a — a") =  ico te" .

C’est une relation reliant l’angle de projection a ù l'angle de site <t" 
qui jouit de la propriété énoncée. Pour que l’angle de site </ soit réel, 
il faut qu’on ait tanga^ay/â. On a alors deux angles a" donnés par lu
relation ______

laogo'ar tanga ±  y/tang*a 8
4

Il est facile de voir que la valeur limite tanga =  a y/a correspond à celle, 

trouvée ci-dessus, sin a =  qui donne ((oa)m =
Si e\ et a* sont les deux racines de l’équation, on voit aisément, en 

considérant la somme et le produit de ces racines, qne

t | + t { s l .

C’est le problème des normales abaissées de l’origine sur la trajec
toire.

3° L’angle <o<, =  a au sommet et l’on a ^

2 tanga  =  tanga.
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31. Déplacement du rayon vecteur. —  i° Le rayon vecteur coupe 
une verticale quelconque en un point qui se meut cl'un mouvement

uniforme. Appelons L la distance OB' de la verticale proposée à 
l’origine et posons a ai — l. On a

Mais

Donc

1 = l (

~  =  tanga ê *
V̂$ cos*« =  tanga — S*

aVo cos a*

dl _  h g  
dt a Vo cosa

La vitesse ^  est ainsi une constante.

Si l’on fait L  égal à la portée X , la vitesse dit déplacement sur la 
verticale du point de chute est

d l _Vj sinaa g
dt ~  -ig Vocosa «s Vosin*.

La vitesse ^  est constamment égale à la viLesse initiale verlicule.

a® Vitesse angulaire du rayon vecteur. — On a

Donc

Par suite,

l  a= L(tanga — tanga). 

d t __ j i ds
dt ~  ,lcos*a d t ’

de i g
~3i— ----- VT- 2 —  cos* 9,dt a V «cosa
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La \ilesse — est la vitesse angulaire qu’apprécie un observateur, sup

posé placé à l’origine de la trajectoire, et qui essaie de suivre'le projectile 
dans sa marche.

A  l’origine, on a
( de\ __ i 
U * / o ~  a V0 ; 

de
puis» augmente en valeur absolue jusqu'à la valeur cos cr =  i, qui cor
respond au point de chute; cette vitesse diminue ensuite jusqu'à zéro, 
pour it =  —

32. Vitesse du projectile. —  i° En un point M, la composante de 
la vitesse v suivant une perpendiculaire à la ligne de site <s est égale 
à la composante de la vitesse initiale suivant cette même direction, 
et de sens contraire.

Sur la ligne de site, la projection de la vitesse est vcosu>a et, perpen
diculairement, la composante est usina),,.

Fig. i3.

Mais, Wa. =  <r — t. Donc, la composante, perpendiculairement à la 
ligne de site, est

v sin(ff — x) = :,vsinocosx — v cosasinx =  ii0(s in a — cosa tangx).

Mais on a (29) la relation
tangx »  a tango — tangos.

En faisant la substitution, on voit que la composante s’exprimera par 
la formule

v îin (a  — x) =  Yo s in (a — a), 

ce qui démontre la proposition.
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<i° S i  l ’on coupe la trajectoire par une corde quelconque, aux 
points de rencontre M, et M2, les composantes des vitesses suivant la 
perpendiculaire à la corde sont égales et de sens contraire.

C'est le corollaire immédiat du théorème précédent; on peut prendre, 
en effet, le point M( comme origine de la trajectoire, et M, M2 est alors 
une ligne de site.

3® Projeté sur une direction quelconque, le mouvement du pro
jectile est un nvouvement uniformément varié. Soit © l’angle fait par

la direction donnée avec l'axe horizontal. En appelant ^  la vitesse de 
la projection du mouvement sur cette ligne, on aura

c’est-à-dire 

on en déduit

—  = u cosep (vsintp,

= v„cos(<p — «) — (ftsinç;

Ç =  V0«cos(f — a) — - j^ s ia ? ,

ce qui démontre le tliéorème.
r . . T _ Vo COS(o---* ) . 1'La vitesse s annule pour f =  —  — ^ — -> et 1 on a, pour ce temps

Çm« —
I Vj cos t̂p — b )  
‘i g  sino

33. Construction de la trajectoire par points. - -  i° Construction de' 
Tûrricelli. — D’après la proposition du n® 31, la vitesse de déplacement 
du point de rencontre A! du rayon vecteur OMA' et de la verticale du 
point de chute est égale à V 0 sina.

Celle du point M', projection de M sur l'horizontale, est égale à 
V 0 cos a. Si donc on joint M' et A', la droite M 'A' restera constamment 
parallèle à la tangente initiale OA, car on a

A'B =  X tanga— V0fsin« et M'B =  X — a? s* X — Vot cosa.

L ’élimination de t donne A 'B  =  M'B tanga.
De là résulte la construction point par point de la trajectoire ;

Mener un rayon vecteur OA'; de A ', mener A'M' parallèle à la 
tangente initiale; la verticale de M' coupe le rayon vecteur OA' 
en M, qui est le point cherché.

Si, par le point A', on mène une parallèle A 'D  à la tangente eu M, 
cette droite passe par le point lise D, milieu de OA. On a, eu effet, eu
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joignant À 'D , la relation
X  P =  D P  t a n g o ;

donc
X.

d \1Cl

X ta n g < j------- t a n g y-------------- ^ ---------
t

tang <f =  a tanga — tanga.

Comparant avec la relation du n° 29, qui donne l’inclinaison t, on 
voit que ç  =  ?. « . q . f . d .

On obtiendra, également, la tangente en M en joignant le point M au 
milieu T  de la longueur OM".

La droite A'M', pendant le mouvement, se déplace a\ec une \itcsse

Ftg. >4.

A

perpendiculaire à OA, égale <\ ^  sm % a. Le point Mv, sur la tangente 

initiale, se déplace avec une vitesse égale à V n.

Remarques. —  I. Si, au lieu du point de chute, on donne un point 
quelconque M de la trajectoire, la construction du triangle MM'A'
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Fig. >5.

-  “  —  — — — .

fin taâ&a *iOe?

O
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permettra de déterminer immédiatement la verticale A A 'B  du point 
de chute.

IL Si Ton prend, pour représenter la vitesse initiale la longueur 
OA, la vitesse en M est représentée par la longueur RR' interceptée, 
par les droites Oy  et ÀB, sur la tangente en M.

On a, en effet,
v  cos? =  V0 cos» =  OB.

III. Si, à partir du point M, on prend MR" égal à la vitesse du 
point M, c'estrà-dire à RR', le lieu du point R* est la parabole à axe 
vertical :

VI. Soient 

on a

y
X tanga

OR =  Ço et BR'= i|i, 

l/Ëô-H Viî=  v/XtângîT,

x ==X '• m .

Construction par arcs successifs. —  Les modes de détermination 
de la trajectoire, que nous allons maintenant indiquer, répondent & une 
idée différente de celle qui a conduit à la construction précédente. Il 
s'agit du tracé, par arcs successifs, de la trajectoire, en parlant des 
données inilialés (V ., a), et l’intérêt de cette méthode réside dans ce 
qu’elle est susceptible d'être généralisée, dans certains cas; pour s’appli
quer à la trajectoire atmosphérique. Voici, par exemple, quatre tracés 
indiqués dans la Balistique de Cranz.

On considère (pour la simplicité de l’exposition) des temps successifs 
de i, a, 3, . . . ,  n secondes, auxquels correspondent', sur l ’horizontale, les 
points A ,, A s, A a, . . .  équidistants, tels que A , A 3 =  V0 cos a.

Ces diverses constructions s'expliquent d’elles-mémes par l'examen 
des ligures ci-dessus et des légendes.

34. Formes diverses de l’équation de la trajectoire. —  i° De l ’équation 
d̂e la trajectoire

; !  jr=sxtang«-££,

on déduira, en1 introduisant la portée tanga, la formule
» ' *

(i) ^  =  tanga,

». CSAABOrftafc*, TOM» i. h
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cFoù, en fonction des deux \ariables tango-=^ ettangT = l e s  for

mules

( a) tanga =  j  ^ tanga,

( 3) tangT =  ^ i — tanga.

La formule (2 ) peut se mettre sous la forme

( f )
x  ^  tanga — tanga 
X tanga

En employant un angle auxiliaii'e ç, on écrira

x  . . y  sinâ2 ç tanga
y  =  sin2©, -— — —X T7 X tanga \  tanga

2° On a encore, d'après les formules du u° 19 :

cos2 «j tangx— 2 -  =  cos 2 cp • 
tanga T

et, enfin,

_____ tanga H- tang?
* ---------------'

X tanga — tangxX 5SS — .—.. 1 J2 tanga

— X tangJa — tang2̂  
y ~  T  tanga 9

X

w __ 
t?ê ~~ 1 X

2  sina

2 X

(tanga — tangx),

3° Introduisons, au lieu de dans la parenthèse de l’équation ( 1), 
l’angle de projection olx qui donne une portée égale à l ’abscisse x  d’un 

point quelconque de la trajectoire, c’est-à-dire tel que x — ~  sin a a*,

et remplaçons, d’autre part, la portée X  par sa valeur X =  ïü  sin a a ; on
ë

écrira comme il suit Péqualion de la trajectoire :

(5)
/  sin2a,r\

y  — a? ( 1 ------- :------- ) t a n g a ,* \ sm2a / 0

et cette formule, par des transformations irigonomélriques simples, 
donne naissance aux suivantes : **

(5 ), y  =  x  sin (« -  z x ),

(5 ), r  =  a. ( , _ ^ g ^ , ang(a _ aa!)î

(5 )* sin(aœ — «) =  sina#., cosff-+- înor.

4° On peut encore, au lieu de X, introduire la vitesse initiale V* qui,
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sous l'angle donnerait la portée x : c’est-à-dire

V* .x  =  —  sm 2 2.
S

On écrira alors l'équation de la trajectoire

(<i) y  = tanga.

5° On notera encore des relations entre les éléments d'un point et les 
éléments du point de chute ou du sommet. C'est ainsi qu'on a

cl encore

x t
X “  T* t)

X„ — r  T& — t / _ \/W— V? tangT
' X* T, y  1 Y? “  Vç tanga tanga*

La relation 1— ^  donne lieu à un théorème qui trou\e

dos applications dans certains problèmes (vent balistique). Le rapport 
du temps que passe le projectile au-dessus d'une certaine altitude à 
la durée totale du trajet, ne dépend que du rapport de cette altitude 
à la Jlèche.

Signalons encore la relation, qui est \raie quelle que soit la trajec

toire, y  — x  lange i  g t2, d’où ce théorème : S i l'on mène par l'ori

gine une parallèle à la tangente en un point M, elle coupe 
Vordonnée de ce point à une distance au-dessous de M égale à
rabaissement -  gt*.2 °

6° Au n° 3, nous avons inti'oduit l’angle ar correspondant à la portée 
abscisse du point dont l’angle de site est or. Introduisons, au lieu de 
l'angle a0? qui donne une portée égale à la distance X<y du but surin 
ligne de site.

On a, d’après l’équalion de la trajectoire, en coordonnées polaires (29),

„  aVS cosa . , .X<j =  — -y-sin (a — )»g cesser
cl, par suite, pour <r == o,

Donc

(7)

2 VSX a -s  — 2 .c o s a o s in a 0.

acosa . .sin2#0s= sm(a — <r).cqs*a
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C ’est la formule cherchée. On peut l'écrire

tanga =s tanga /  sina
(‘ — s

*ia0 cos or \
sin2a /

ou encore
tanga — tanga cos2sco---------------— =  cos a ---- — «tanga0 cos2 a

Comparant cette relation avec (o), on trouve la formule

smaa-t; 
sin 2 yo

=  COSOf.

Remarque. —  Les différentes formules établies dans le présent 
numéro ont été utilisées pour la solution pratique de divers problèmes 
de tir.

35. Le foyer de la trajectoire. — i° On a vu (24) que le foyer était à 
à une altitude Y /  donnée par la formule

V2
Y f = ------- cos 2 a.

D'autre part, l’abscisse X / est égale à X*; donc
»

V2
X /= —  sin'ia.

L ’angle de site o*/ du foyer sera donné par la relation

*■ **•'- ( i ) /
Donc

tanga *

i f —  a a ----- -J a

L ’angle oy sera positif si a >   ̂• Ou construira o-/ en menant une 
perpendiculaire à la droite OK, telle que KOX soit égal à a a.

a0 Le temps Ty, mis par le projectile pour atteindre le point. Xcr̂  sur 
cette corde, sera

T/V# cosa ss Xfff cosoy,

et, d’après l’équation polaire de la trajectoire (29) :

T/ =
aV0cos «(tanga — tango/).

Mais, en remplaçant tang cr/par sa valeur, il viendra
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Comparant à la durée de trajet au point o, qui est T =  sin x. 
on en déduit la relation °

TT/a= ) •

3° D ’autre part, cherchons la vitesse au point X 07 ; on a 

vj  =  VJcossa +  (V0sina —

Fig. 16.

d’où

Mais

Donc

r//
/

/X

v*  sa V® h-£*T2 — 2 ^-T /V 0 sin a. 

g T f  sin a =s V0. 

g*T} = v} +  Y l

Ainsi, pour une corde focale quelconque, le carré du temps mis 
par le projectile pour aller d'une extrémité à Vautre de cette corde 
est proportionnel à la somme des carrés des vitesses aux deux extré
mités*

4° D ’après la relation générale

tang? es 2 tangor— tanga,
1

on déduit, pour l’inclinaison 1/ de la tangente à l’extrémité de la corde
passant par le foyer, , ‘
I w n g v tanSa = !— *•

Les tangentes aux deux extrémités d’une corde focale quelconque 
sont perpendiculaires.
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On a encore les relations

V0 cos* a
“7 «  “ sina et Vf = Va

tanga

5° Le foyer F esi situé sur une horizontale qui coupe la trajec
toire sous Vangle de 45°.

En effet, on a
va

Y f  ---------c o s ‘2 a.1 ap

portant cette valeur dans la formule qui fait connaître tang t en fonc
tion de y  (19, IV) :

tangT =  d z  ~  / u J  tan§^a —
' Uq

on 'voit, puisque cos?. a =  eosaa —  sinaa, que celle «.‘‘quation se 
réduit à

(5° On a
lange = ±  i.

OF = X* = Z i «naa
008<r'  ^ c o s ( a a - ï )

Ï L - a.
2«Ç

La distance du foyer à l'origine est égale à la hauteur due à la vitesse. 
Elle ne dépend pas de l’angle de projection.

7 ° On a

Donc

0v _ VS i

Yt OX<x, = hK

36. Rayon de courbure et développée de la trajectoire. — i ° ( ) ii  a 
vu (20) que, en un point (r, t) de la trajectoire, on a pour 1<* rayon de 
courbure l’expression

D ’autre part (19, TV), on a

On aura ainsi, en fonction de l'ordonnée y, la formule 

r — J i L ( i - f ) * .cosa \  h  J

On obt:endra également cette formule on partant do l'expression
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générale du rayon r dans une courbe y  = / ( jc), qui est

55

Ici :7 ~ '
xi ,

y  =  x  tanga — —  (1 +  tang* * ) ,  

ÿ =  tanga — ^ f i- j - ta n g * * ) .

y ~ ~  ^ ( i - t- t a n s , “ )-
On en déduit

, + y *  =  _ L _  r ,  +  *L (l +  tangSa) _  gLfL"£f1 =  _JL_ ( , _  y \ ,  
cos*a 1_ 4^*v 6 h J cos*a \ h}

d'où la formule donnant r.
2® Considérons la trajectoire rapportée à son sommet, dont l’équa- 

’lion est (23)
æj =  4 h}'i cos* a.

On a
' — — fl—  " — 1y 1 — 2/1 009*2’ •^1 ~  2/1 cos*a*

Soient (a?,y)r les coordonnées du centre de courbure : ce point se 
trouve sur la normale, à une distance r du pied de celle-ci. On a 
alors

ay— _  y r —  y \  _  r  _  1 -+- y,*
— yt *i </i -+- v'.* A

d'où
, 1 -+- r'j* i -+- y',*

x r = x l — f l - y r - '  > y r = y t - h — j r J ->

ce qui donnera
x \

x r= — 1 . » y r=3ri-4-2/icos*a.4/i*cos*a J  J

Ce sont les coordonnées cherchées du centre de courbure R, relati
vement au sommet de la trajectoire.

3® La développée de la parabole s’obtiendra en portant les valeurs 
de®! et y , , tirées des équations ci-dessus, dans l’équation delà para
bole. On trouve, dans les axes du sommet, la formule

On a
( -

sc\ co s a 
pk — cos* a

)•

SI ss 2 A cos* a.

Le foyer est (24) à une distance : SK = /teosî a du sommet; donc 
Sl =  aSF.
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On peut démontrer que si l'on joint FA, et que, par F,,on mène une 
perpendiculaire FE à FA,’ le point E est au milieu du rayon de cour
bure AR.

A  cet effet, on partira des relations

FA =  ,  FA =  AE cos vsin'î’t

Fig. 17.

qui résultent des propriétés géométriques du foyer. 
On a donc

AE sa Xi
a si a t cos*-:

Éliminant tang t entre cette équation et celle de la tangente

Xitang* e s  —— l— , 
°  2 / 1  cos* a

on vérifiera que

AE =  Aa R.



CHAPITRE II.
LES FAMILLES DE TRAJECTOIRES.

I. — FAMILLE DES TRAJECTOIRES A VITESSE INITIALE CONSTANTE.

37. Définition de la famille V0 == const. — On suppose que, d’nn 
même point O, on lance des projectiles avec la môme vitesse initiale Y#, 
niais sons des angles de projection a différents. On obtient ainsi une 
famille de trajectoires, dite V* =  const., qui jouissent de propriétés 
communes résultant de ce que, dans l’équation de la trajectoire, écrite 
en mettant V0 en évidence :

l'angle a est le seul paramétre variable.
Nous introduirons ici la constante

A » XL
hauteur due à la vitesse V0. C’est la hauteur à laquelle s’élève un pro
jectile quand il est lancé verticalement de bas en haut avec une 
vitesse V0 (22). '

L’équation de la trajectoire devienjt alors
a?* , .  %

y  sa a? tanga — «  ̂ ^  * ou encore y  =  ® tanga — ^  (i -+- tang*a),

avec le seul paramètre lang a. .
Nous nous proposons d'examiner ici les principales propriétés de ces 

trajectoires. Ce sont les propriétés de paraboles ayant un point commun 
et môme directrice.

38. Théorèmes sur les directrices, les foyers et les sommets. —
i# Toutes les trajectoires V0=const. ont même directrice. — En effet, 
on a vu (24) que la distance de la directrice au-dessus de l’origine est 
égale à Ai Or. A est ici une constante pour la famille : V0 — const.
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2 ° Le lieu des foyers des trajectoires V 0 =  con’st. est une circonfé
rence. —  Soient F le foyer d’une de ces trajectoires OSO' et DD' la 
directrice.

D’après la définition géométrique de la parabole et le théorème pré
cédent, on a OF =  OD =  /i; donc, OF étant constant, le lieu des 
foyers F est une circonférence ayant l ’origine pour centre et pour 
rayon A.

Fig. 18.

La ligne de projection OT est la bissectrice de l’angle DOF, d’après 
la propriété connue de la tangente à la parabole.

3° Le heu des points de rencontre E des cordes focales et de la 
trajectoire, est une parabole. — L’équation polaire de la trajectoire 
s’écrit (29), en posant #<r =  X (ycos<x :

4 h  cos2a(tanga — tango),

et pour une corde focale, on a (35)

. i tang*a — itango/ »  — ------ - sb — 2--------J tanga* 2 tanga
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II on résulte
— % h

XfTi tan g a’

Donc, lo point de rencontre E' de la verticale du point E et de la 
tangente ù l’origine se tait toujours sur une horizontale 2 A.

On a alors
EE' =  h  h- KË*® h  +  EF =  OF h- EF =  OE.

Le lieu du point E est une parabole avant l'origine pour fover et une 
horizontale 2h comme directrice».

i° Le lieu des sommets des trajectoires Y 0 =  eonst. est une 
ellipse. —  Le sommet de la trajectoire OSO' est en S, milieu de la 
distance F F 7 du foyer à la directrice. Soit f  horizontale MN mimée au 
milieu de OD ; on aura

d’où

SF =  “ F F '=  i(A  — FQ) et FM =  FQ — — 92

SM =  SF +  FM =  i  FQ.

Or, puisque le lieu de F est une circonférence, on a

Posant
OQ* -h FQ2 =  /t*. 

x  =  MN =  OQ et y  =  SM,

cette relation s’écrira
#2-M 72 = ^s*

*
C’est l’équation d’une ellipse, dont le centre ost en N e,t qui a pour 

demi-grands axes h (horizontalement) et (verticalement).

, Los équations du sommet (26) permettent, d’ailleurs, de trouver 
immédiatement cette ellipse. On a, en effet.

Y
X?

4/1 cos1 a et Yf =  h  sin*a,

d'où, en éliminant a entre ces deux relations,,

X* +  4Y? =  4AY1.

On fera ensuite le changement de coordonnées x = X * e t/  =  Y  ̂—  

pour retomber sur la formule
xi -+- 4 y*= h*.
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Le sommet K de l'ellipse, sur Taxe horizontal, coiTespond à la valeur

Ys =  -» d'où sin*a =  ->
2 2

cYst-à-dire a =  7  •
4

La distance maximum OS, de l’origine au sommet S, correspond à la 
normale abaissée de O sur l'ellipse. On a

OS* =s XJ -b Y* =  A*(sin*a 4- 4 cos* a) sin* a.

Pour avoir le maximum de OS, on égalera à zéro la dérivée du 
deuxième membre par rapport à a. On obtient ainsi la condition

(a —  3 sin* «) sin «cos a =  o,

équation qui, outre les points O et D, fournit la solution

c’est-à-dire

sin« = ^ /|, 

a =  54°, 4,-<

A  cette valeur, correspond pour OS la valeur maximum

OSB»x 2 A 
i/3*

5® Le lieu des points de rencontre Q', de l'axe de la trajectoire et 
de la tangente à Vorigine, est une circonférence. — On éliminera a 
entre les deux équations

^  =  a?tang * et ar s=X*= Asina«;

on trouve la circonférence x s -f- (y — h)* — 7t2, qui a son centre sur la 
directrice et pour rayon h.

D’ailleurs, la démonstration géométrique de ce théorème résulte 
immédiatement d’une propi'iété connue de la tangente OT à la parabole
qui bissecte l’angle DO F. On a donc

!

Q'F =  FD =  D Q '=  A.

La figure OFDQ' est ainsi un losange.

fi Le liéu des centres de courbure du sommet fies trajectoires est 
une ellipse. D ’après les formules du n®36,3°, la distance SI du sommet 
S au centre de courbure est SI =  2 h cos5 a. ■
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Les coordonnées X, et Y, rie ce point sont donc

Xr=  *>Ji sinacosx, Yr=  h ( sin*x — 2 cos* a ).

L'élimination de l'angle a donne l'ellipse

9 X; +  2 Y/ -+- 2 h  Y p *“ 4//*= Oj 
ou

9X?. -+-*a(Y,— h ) ( Yr-+- 2 h )  =  0,

ellipse dont les deux axes sont 3/j, verticalement, et horizontalement,
* *

le centre étant au point — r  •

39. Palrabole de sécurité. —  V Hôpital\ 16 9 6). —  Les trajectoires de 
la famille Y 0 =  const. admettent une enveloppe, qu'on déterminera en 
éliminant tang a entre l’équation de la trajectoire

ar* ,
t a n g a  — —  ( ï ta n g * a ) ,  

et la dérivée par rapport à Lang a, qui est

^ ta n g * = ..

On trouve ainsi, pour l’équation de l’enveloppe :

y = h — a?*
J h ‘

C’est une parabqlc, dite parabole de sécurité-, parce qu’aucun pro
jectile tiré diji point O, avec la vitesse Vo, ne peut sortir de cette 
oourbck

Elle a son sommet sur la directrice y  =  h et son axe est vertical. Elle 
coupe l’axe des x  au point x  =  zh. Elle est égale et parallèle ù latrajcc-' 
Loire a =  o. Son foyer F est l’origine.

i° Le point P où la trajectoire particulière a touche la parabole de

sécurité est situé sur la verticale : x  =  °t l ’on a
ta n g  a

y  ~ h (  iw- -— L— V*
J  \  tang* a /

Donc

tanga «  ^1 — I \  t a n g a  ,____ ____ 1̂

tüng*ce/ ~ t a n g a a
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Rapprochant ce résultat du théorème du n° 35* 4°, on dira : Une tra
jectoire quelconque est tangente à la parabole de -sécurité au point 
de rencontre de cette trajectoire et de la corde focale de torigine.

2° La tangente A la trajectoire en ce point de contact esl perpendi
culaire sur la tangente initiale. Le pied R de cette perpendiculaire sur 
la tangente est situé sur la directrice de la trajectoire.

F»*, 19-

3° Le temps que met le projectile pour arriver A la parabole île sécu
rité est (35, 2°)

g  sinx

Ce temps peut être représenté par le vecteur OR.
4° Démontrer que la droite qui joint le sommet S de la trajectoire un 

point P où cette trajectoire touche la parabole de sécurité a pour équa
tion

l y  -+- a? cot* =  a h,

et qu’elfe passe au point fixe y  — h sur l'axe des y .
5° Démontrer que la droite qui joint le point de chute M de la trajec

toire au point où celte trajectoire touche la parabole de sécurité passe 
au point fixe y — zh, sur l’axe des y.

(>° L'abscisse du point de contact P est double de la longueur II R.

40. Portée maximum. — La portée X est donnée par la formule 

* X =  a A sio a*.

En faisant a =  j , on obtient le maximum i de sin a a. Donc la portée

maximum X„ correspond à l'angle de projection aM =  ^ , et a pour 
valeur

X «= 2  h.
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Lp trajectoire de portée maximum, qui a pour équation y  =  x  — ^  > 
louche la parabole de sécurité sur l’axe des x.

Le foyer de cette trajectoire de portée maximum est situé sur l'axe 
des a?, puisqu’il est situé sur la verticale <hi sommet, à une distance h de 
l'origine.

Au point de chute de la trajectoire de portée maximum, la durée du
nV.
g

trajet T =  2^ï sin a devient

La flèche 

devient

T =  ü / â -g

V  .1*= — tanga

v _  _  h
* a a ’

Règle mnémonique. — La portée maximum exprimée en kilomètres 
est, approximativement, égale au carré de la vitesse initiale exprimée en 
hectomètres. Ainsi, pour V0 =  700m, la portée maximum est d’environ

Formule : X* =  ^  =  *>£222 _  4̂ »
g 10

Variations dX. et dT au voisinage de la portée maximum, Les* 
formules du n° 28 (Rem. II), en y faisant

<*V0= o , a = 1C
donnent

àXT = - a d a , T  =  d*-

41. Trajectoires conjuguées du point de chute. —1° On appelle tra
jectoires conjuguées du point de chute les trajectoires dont les angles 
de projection sont a el ^  .

Elles ont même portée : en effet, on a
Xssa/tsinaa et sin(s — 4 a) =  sin a a.

La trajectoire a est dite trajectoire tendue;  la trajectoire ^  — a j,

trajectoire cohrbe. On suppose * <  ̂  •
Ces deux trajcétoircs se confondent avec la trajectoire de portée

. Kmaximum, pour a =  .
2° Les équations c|e deux trajectoires conjuguées du point de chute
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y  =  x  et j r - . e o t . - ^ , ^ -

Pour une même abscisse x , on trouve, entre les éléments {y, tang r, 
k, t) , de l’une des trajectoires et les éléments (y, langT, u, t)2 de 
l’autre, les relations

21 — ta n S'ï « 
r* tant}'*

tang* s ,

Comme on a
c o s ( k  —  2 * )

£1
h

i

— =  tanga . 
«2

— cos 2 a,

les foyers des deux paraboles conjuguées qui sont (3o) à une altitude

v VJY/  = ------ -COS 2 *

sonl à la même distance, l'un au-dessus et l’autre au-dessous de 
l’origine.

3° Si, sur deux trajectoires conjuguées du point de chute, on 
joint, à chaque instant, les positions des deux projectiles partis au 
même instant,' cette droite conserve une direction constante. Soit 
(#«, y ,)  au temps t, la position du projectile sur la trajectoire a. On a

* |
a?i =  V0J cosa, y v =  V0*cosa — -g t* .ti

Sur la trajectoire ^  , on aura, pour le point (xa,y\) atteint par
le projectile,

a?,s= V«t sinsc, j -j =  V0f  sinsc —■ i  gt*.

> . . .  '  /
La direction de la droite qui unit les deux points est

J * - * ,'
Xt — X,

c’est-à-dire ( — 1). Elle est perpendiculaire à la bissectrice des axes. 
Cette droite se déplace (32, 3°) avec une vilcsse

v  SI t / ï  '
w) 3= ■ij-[Vo(sina-Hco55E) —§•<].

Lorsqu’elle arrive tangenlielleijient à l’une des deux trajectoires, son 
mouvement doit s’annuler, puis changer de sens; c’est ce qui arrive 
pour

t sa (s in a  -t- cas a ) .
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Il faut que ce changement de sens ait lieu sur les deux trajectoires 
conjuguées à la fois. Donc, on énoncera le théorème suivant :

La tangente commune aux deux trajectoires conjuguées est per
pendiculaire sur la bissectrice des axes de coordonnées.

4° Les deux trajectoires conjuguées touchent lu parabole de sécurité 
en deux points dont les sites sont égaux et de signes contraires. Ges deux 
points sont sur une ligne droite qui passe par le point de chute et coupe 
Taxe y  au point 2h (39). Entre les deux rayons vecteurs pft et p2 de 
ces points de contact, on a la relation

1 T— j—
pi n

1
= r

Le point d’intersection de la trajectoire a avec la parabole a = o  est 
situé sur une perpendiculaire menée par l ’origine à la ligne de projec
tion. Les coordonnées de ce point sont

4 hx  =  — cota,
g

4 A „y  ---------- cot* a.

42. Ensemble des propriétés des trajectoires V0 =  const.
i

F ig . 20.

—  i* Le»

propriétés qui viennent d’être démontrées sur la famille des trajectoires 
V0 «  const. ,sout résumées dans la figure ci-dessus.

P. OUXWMXOtt, TOM* I. ê
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a. Si Ton prend pour échelle

,r
4/1 ’

_ rIl = 7 7 J
4 A

toutes les trajecLoires du \ide, quel que soit A, c’est-à-dire la vitesse 
initiale, seront représentées par la même équation

y i  =  Xi tanga — arj(i-+- iang2a).

A. Démontrer que si l’on prend pour échelle

Mnacosa’ wn1*’

Fig. 2i.

toutes les trajectoires de la famille V 0 =  const. sont représentées par 
1’équaLion unique

/j*2 / TC \
=  j j  ( trajectoire a. =  j  ) ■

c. En coordonnées polaires (p, <r), l’équation de la parabole de sécu
rité est

9 h
1 H- sin cr

a® On a représenté sur la figure ai un réseau de trajectoiresV0 ■ = const., 
en choisissant des angles de projection en progression arithmétique de 
raison

43. Trajectoires orthogonales des paraboles de la  famille V« =  const.
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(Lieutenant Haag). — De *

(0  y  =  tang !x — — (t +  tang* a),

on déduit, en différentiant :

|£ = t a n g 7 - - ^ ( «  +  tan8*«).

On aura l’équation diflérentielle des trajectoires orthogonales en 
changeant dy  en — dx et dx en dy . C’est donc

/ > dx x . .(>) =  ta n g a - _ (n -ta n g * a >

Entre ces deux équations, il faut éliminer Tune quelconque des va
riables (a?,/, a). L’élimination de a est compliquée. Celle de y  est immé
diate, mais ne conduit pas à une équation visiblement intégrable. 
Faisons alors, au préalable, le changement de variable

(3) #  tanga ==£.

Les équations (i) et (a) deviennent

•’- ï - ï i - f s ’

(5) - * < & «  [ t - S - S J * ' -

Eliminons x* entre ces deux équations, on a

(6) ( Ç - a / iK  = ( ' î / - î - ' i A ) ^ i  

. équation qui s’intégrera en posant

(7 ) %y— £ — = — aAj.

Éliminant, en effet,'y  entre (6 ) et (7 ), il vient .
\

ou

qu’on écrira
dÇ ... <%( a 1 \

Ç — a A a — 5— ÇJ 3 \  —

Intégrant, il vient

( 8 ) (î-aA )*(Ç  +  a)‘ ( J - i ) « K .
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Si, de (4'), on tire £ en fonction de (a?,j'), puis ç de ( 7 ), en portant 
dans (8), on aura l’équation générale implicite des courbes cherchées.

11 est plus avantageux de chercher une représentation paramétrique. 
Si l’on pose

(9) (?-aA)(Ç-+-2) =  X,

l’équation (8 ) devient 

d’où
X»(S-i) =  K($ +  a),

(10) f X>-+-2K „ _ X 4-i-6AX*— K 
5 ~  X4— K ’ 3X1

Portant dans (7 ), on lire /  : 

(” ) y ~

Portant dans (4), on tire a?8 :

(IA)

aX*-M2ÀX*-i-K
6X*

, (X*-t-6AX*— K)* aAK
* “ ----------- ----------------- ST~

Cette dernière équation montre que la courbe n’est réelle que si 
A K < o .  On peut donc poser, par exemple, K  =  — K 8A. Les équa
tions (1 1 ) et (1 2 ) deviennent

a?* = aK»A* (X3+  6AX»-+- Kf h)'-
X*

(i3)
9X*

y =  X»+6 AX*-KÎ^ ‘

3X*

Elles permettent d’avoir commodément autant d* points de la courbe 
que l’on veut.

Le point sur la parabole de sécurité est donné par 

Ç — a A =  0 ou X*=K.

Portant dans (n ) , il vient
, Vky = 2k-tr -— , '

d’où

= — 4

• l
Les trajectoires orthogonales possèdent un point de rebroussement 

sur la parabole de sécurité.
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On a les types de courbes désignées ( I) et (II) sur la figure ci- 
dessous.

F3g. 32.

44. MaTimurn de l’arc et de l’aire. —  i° Maximum de tare. —  
L’arc s a pour expression (21)

s =  2 h  cos*a(Çja — Ç,t),

entre a et Pour avoir Parc total S de l’origine au point de chute, il 
faut faire t  =  — a ; on a

?s(— *)=  — ?**•
Donc

S =  4 A?i*cos*a.

Cherchons le maximum de S, en faisant —  =  o. 

On a, en tenant compte de la relation de définition

t

la formule

t df» ^ i 
d% cos4':*

~  =  4 /i f  — ------ a^asm occosa
d% Vcosa

Par suite, l’angle oJ donnant le maximum Sma* de l’arc est défini par

i
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asina' cos® a'

ou, en développant î; 2 a '(2 l ) :

sinot' . ( k a '\ I

qui devient

ou encore
IoS U n g (ï +  2j ) = ; i ,

' ( ï + t ) - * ' 5'-tang

Cette équation est satisfaite pour a' =  56°, 1 2 .
À  cette valeur correspond l’arc maximum de trajectoire situé au 

dessus de l’horizontale de la bouche.
On a

s “ ' = j n ê ' = 2’ ’!98*-

Remarque. —  Pour oc =  où la portée maximum est X M =  2 /î, l ’arc

correspondant est

Sw=  4 / i Ç î^ c o s 2 y  =  2 ,296  A =  1, i/{8 X^j.
y 4 4

20 Maximum de Paire. —  On a

aire =  J  y dx =   ̂tanga — 3^3*^ »

d’où
aire totale (a: =  X) =  -  A2sin3a cos a.

Le maximum a lieu pour tang a =  \/3, c’est-à-dire pour a =  6o°.
L’aire maximum est

2

Remarque. —  Si l’on considère deux trajectoires conjuguées dont les 
aires sont A* et A 2, on a

4 2Ai -h Ai =  ^/i®sin2 a, Ai — As =  j  A* sin4«*

45. Théorème de l’abaissement constant. —  Soient 0A< et 0 A 2 deux 
trajectoires de la famille V 0 =  const. Considérons, sur les lignes de pro-
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jection, les deux éloignements OK, et OK2 égaux. On a, pour la p n - 

mière trajectoire, OK, =  et, pourla seconde, O K . =  - S - .. cos a, * cos a*
L'abaissement (y t —  #, tang a, ) de la première a pour expression

4 h  cos* a, * c'est-à-dire OK,
ih

Pour la seconde, l’abaissement sera L’égalité 0K| 
celle des abaissements et l’on a

: 0 K a entraîne

K, A, =  K i \ 2 =  K0 A0.

On peut donc déduire l’une de l’autre, par exemple de la trajectoire 
a =  0, toutes les trajectoires de la famille V 0 =  const. A  cet effet, surB 
OK faisant avec OK0 un angle a,, on rabattra K„ en K, ; puis, sur la ver
ticale de K ,, on prendra K , A , =  K 0 A 0; le point K, est un point de la 
trajectoire a ,.

La propriété de l’abaissement constant appartient aussi à la tangente 
en À  qui joint deux points infiniment voisins de la trajectoire OK. Donc, 
pour avoir la tangente en A ,, on relèvera B0 en B, sur la tangente O K ,, 
cl l’on joindra A , B,, qui sera la tangente cherchée.

3° Les tangentes, aux points correspondants passent par un point 
fixe de Vaxe des y. — Soit la tangente en A, qui coupe l’axe des y  en P. 
On a

OP _  PB,
K,At “  B,K,*

Or, d’après la construction de Ai et de la tangente, l ’abaissement 
K, A, est une constante; l’éloignement OK, également, et aussi OB,.

On a donc OP =  const.,. et, considérant ce point par rapport à la 
trajectoire A 0, on a

. OP =  K0A0 ç-jr*
I>0 IVq

Pour calculer OBo, partons de l’équation de la trajectoire O A q, qui
est

1 *■ **. 
= - Z 7 î >

f*X g
donc ta n g T  = — "yT = — y *  ™Ko.

Par suite,
BoKq ”  Ko A® col* 1 v » — ï  —

2 VJ g x  2 ””  2

Le point B0 est ainsi le milieu de O K0. Donc OP =  K 0A 0, c’est-à-dire 
est égal à l’abaissement.
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4° Si Ton suppose des fils attachés le long de O K 0 et ayant leurs extré
mités inférieures au profil de la parabole O À 03 il suffira de faire tourner

Fig. n3.

la tige O K 0 autour de O pour que le profil inférieur des fils dessine 
constamment la trajectoire correspondant à l’angle a.

L’aire curviligne OK, A t est équivalente à l’aire O K 0À 0 cos oc*.
Le lieu d’un point A 0 de la trajectoire est une circonférence A 0A, A a 

.ayant son centre en I sur l’axe des y , à une distance au-dessous de l’ori
gine égale à l’abaissement K 0 A 0. *

Remarque. —  Le théorème de l’abaissement constant n’csl que la tra
duction de l’indépendance du mouvement suivant les axes. Rapportées à 
la tangente à l’origine et à une verticale avec, pour coordonnées, l’éloi
gnement z et l ’abaissement y, les équations d’une trajectoire quelconque 
sont

z = V ()ï)

équations indépendantes de l’angle de projection.
5° Les temps mis parle projectile pour aller aux points correspondants
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A 0, A |, A ., ... sont les mêmes. On a. en effet,

OK0=OK1=O K ,=  V0« et K*A,= Kt A ,=  K2Aj=  Igt* .

Les vitesses en A 0, A ,, A a sont représentées parles trois côtés des 
triangles A 0B0K 0, A ,B ,K , et A aBaKj, et l’on a :

Vitesses verticales:
AgKgss AtK( =  AjKa=: gt\

Vitesses suivant la tangente à l’origine :

B»K0= B 1Kl =B,K ,=  V0;

Vitesses totales, suivant les tangentes :

ou encore
A*B„, AiBt> A j B j, 

-  PA0) -PA „ -  PAj.
3 3 3

Problème. —  Quel est l’angle de projection qui donne le maximum 
de la différence (z —  y) de l’éloignement z et de l'abaissement y  du 
point de chute ?

On a
z — y =  4 /• (i — sia*) sina,

d’où .
=  4 A (i — a sina) cos*.

asp
Donc

xsina »  -r, 
3

a =  3o°.

46. Lieu des points d’écl&tement. — On suppose que des projectiles 
lanâés avec la même vitesse initiale V „  sous des angles de projec
tion variables, éclatent au bout d'un même temps 6. Quel est le lieu 
de leurs points d ’éclatement ?

On éliminera a entre les deux équations

y ~ x l a n g * - — ^  et x~V ,0cos«.
On trouve

**-+■  «b V* 0» -
4

C’est une circonférence, qu’on peut mettre sous la forme

** + /*  =  v»e*,



7*

en posant

CHAP. II. — LES FAMILLES DE TRAJECTOIRES.

y = y - \ g v .

Le centre O ' est au-dessous de l ’origine à une distance égale à la 

hauteur de chute verticale i  #9J, pendant le temps B. Le rayon est V o0, 

parcours du projectile si la pesanteur n’agissait pas.

Fig. af.

On obtient le point d’éclatement I sur une trajectoire déterminée en 
menant du point O' une parallèle à la tangente initiale.

i° Lorsque la durée 8 varie, les circonférences, lieux des points d’écla
tement, ont une enveloppe qu’on obtiendra en éliminant 0a entre l’équa
tion du cercle et cette même équation dérivée par rapport à 0a : on 
trouve la parabole se* =  4h* —  4h y- C’est la parabole de sécurité (39). 

Chaque circonférence touche l’enveloppe en M à son intersection avec

l’horizontale y  —  a h — ~ - f c’est-à-dire à une hauteur de a h au-dessus

du centre Os. Mais tous les cercles ne toucheront pas l’enveloppe ; il faut, 
en effet, que l’intersection du cercle et de l’horizontale précédente soit 
réelle.

On discutera aisément cette condition.
Si ô <  Yï ou £2? <  /j, le lieu est la circonférence (I) qui ne Louche 

point la parabole de sécurité ; v

Si Ô >  ~  ou >  h, le lieu est la circonférence (II) qui touche la

parabole de‘ sécurité au point Ma ; quand 0 croît, ce point se déplace 
graduellement, à partir du point D, sur la branche descendante de la 
parabole de sécurité ;
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V °*6®
Si 0 =  ou =  h, le lieu est une circonférence passant par D et 

de rayon 2 h.
Fig. 23.

2° Problème de la graduation des fusées. —  Soient l  la longueur
dl °actuellement brûlée de la, composition fusante, et ^  la vitesse de com-

dlbustion ; mais celle \ ilesse de combustion ^  n’est pas constante ; 

elle varie avec l’altitude, suivant la loi

dl
dt A.(t — ay).

On propose de déterminer la graduation l de la fusée pour que le 
point d'éclatement soit au point de chute.

On aura

1 =  k J  ( 1 — ay) dt =  A jjf — a J '  y  r f ï j ,

et comme, en fonction de t, on a 

il viendra

y  =  KoUanga— -gfl ,

/ =  k l  £1 — ^t(ut,  tanga — :

équation qui répond, d’une façon générale, à la question.
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Ainsi, au point de chute, on a

et, par suite,

T =  tanga

; = a t [ , - , £ £ ] .

Telle est la formule de graduation cherchée.

47. Lieu des points où t =  const. —  On peut se proposer d’autres 
problèmes. Ainsi, on peut chercher le lieu des points où, dans la famille 
V 0 =  constN, les inclinaisons ? sont les mêmes.

Soit t =  t0. On a

a?= a h cos*«(tanga— tangt0), y  = h cos*a(tang*a — tang*To).

Éliminant a entre les deux relations, il viendra

a?*-i-(.rtangTo— zy)t =  4 h {y—ce tangT0).

C’est une ellipse partantde l’origine avec une tangente faisant l’angle t 0, 

et coupant la verticale au point h.
Quand t „ varie, l’enveloppe des ellipses est la parabole de sécurité qui 

est touchée au point 1 tel que la droite IA ait pour équation

x tangto— aj" =  — 2 k. 

Fig. a6.

Remarque. — Si t 0 =  o, on doit retrouver le lieu des sommets (38,4°) ; 
c’est bien

a?1 h- 4y* =  4 hy.

48. Les courbes des Tables de tir. — Les Tables de tir à vitesse 
constante sont un tableau qui, en regard de l’argument X, la portée, 
croissant en progression arithmétique, fait connaître :
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i° Les éléments du pointage, c'est-à-dire l'angle (le projection % et 
la hausse k  correspondante, définie par l'équation

k =  l tanga,

l étant la longueur constante de la ligne de mire ;
Les éléments du point de chute qui, dans le vide, se réduisent à la 

seule durée du trajet T  (puisqu’on a w = —  a et Y u =  \  oï 5

3“ Les éléments du sommet, c’est-à-dire, dans ce cas, la flèche \ s
* X tseulement (puisqu’on a X t =  - ^ T , = - i  =  «„).

On aura donc, dans les tables de tir, les cinq colonnes suivantes :

X, «, k, T , Y,.

Il convient de donner la forme des courbes ayant X. pour abscisse et 
pour ordonnée une des grandeurs (a, À-,T, Y.,). /  '

i° Angle de projection a en fonction de X . —  La courbe (X ,a) a 
pour équation

X =  4 A siua tosx.%

La tangente est donnée par la formule

dX . ,- y -  =  4 A COS 2».aa
s

Fig. 27.

La courbe part de l’origine tangentiellement à la droite X =  4 ha; elle 

admet un maximum pour a =  j- et X B =  a A.

Elle vient finir au point * =  y  avec une tangente symétrique de la
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tangente à l'origine. Le développement de X  en série est le suivant 

v iT  (2a)* (a* )1 1

Remarque. — En coordonnées polaires, si Ton prend X  comme 
rayon vecteur et 2 a comme angle polaire, la courbe est une circonfé
rence X  =  2 h sin a a, tangente à l’origine et de rayon =  k.

On a7 en effet,
X =  Xm sin a a.

Fig. 28. 
Xm

a0 Courbe des hausses k. —  Comme on peut écrire

X =  4 A-
tanga 

-+- tang*a*

Fig. 29.

en combinant avec k — L tanga, il viendra l’équation du troisième degré
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en X  et fc : 

On en tire
X( £-*-**1 =  h Ik. 

dk _  i
d S .~  4 A ti — 4* ’

79

et la courbe, qui part de l’origine avec une tangente égale à

présente un maximum pour X =  XM et k =  l. 

3° Courbe des durées de trajet T . — On a

et

X* =  V* T*—
a,sT*

4

rfT
«fX ~  a VJ — '

La courbe part de l’origine avec une tangente égale à

Elle présente un maximum pour

Xm et Tm =  ——

Elle vient finir, horizontalement, sur l ’axe des T, pour T = -i~ *  Si l ’on
a

prend pour coordonnées X* et T s, la courbe est une parabole.

Fig. 3o.

Y * = g * T *  (2 6 ) ;
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en portant dans l ’équation X 2 = Y J  T 2 —
T*

g*— , il viendra

* -49. La zone dangereuse. —  Boit an but de hauteur y#. La zone dan
gereuse Z, correspondant à cette hauteur, est la longueur AB, sur la tra
jectoire d’angle de projection a, entre le pied de l’ordonnée y 0 et le 
point de chute B.

On a donc Z =  X —  et a 0 est donné en fonction de y<> par
l ’équation

Fig. 3a.

d’où l’on tire

On a donc

ou encore

», =  a h ( i  ± s i n e t  coso. 

z - x —
sina cosot

La conrbe n’est réelle que si y 9 <  Y „ ou sin*a (point M). •
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La zone dangereuse décroît ensuite constamment, en affectant l'allure 
de la courbe figurée ci-dessous.

Fig. 33.

n. —  PROBLÈME Dü BUT A BATTRE.
50. Solution géométrique du problème du but & battre. —  Ce problème, 

qui résume les propriétés des trajectoires de la famille V # =  const., 
s'énonce ainsi :

Étant connue lavitesse initiale V , d’ un projectile, sous quel angle 
doit-on le lancer pour atteindre un but donné A  ?

i° Voici quelle en sera la solution géométrique (La Hire, (683). 
D ’après le théorème du nf 38, a®, le foyer de la parabole répondant à la 
question doit se trouver d’abord sur la circonférence de centre O et 
de rayon O D h, lieu des foyers. Il doit aussi se trouver, d’après la 
définition de la parabole, sur une autre circonférence, ayant le but A  
pour centre et tangente à la directrice D'D*.

L ’intersection de ces deux circonférences donne, en général, deux 
points F< et F*, foyers de dqux paraboles répondant & la question et 
déterminées par le foyer, la directrice et le point O. Ces deux paraboles 
sont dites les deux trajectoires conjuguées du but A . L’une correspond 
au tir tendu ou direct, l ’autre au tir courbe ou indirect.

Les sommets Si et Si des deux paraboles sont au milieu des perpendi
culaires F , F t et F ,F j, abaissées des foyers sur la directrice DD'.

Pour déterminer la tangente OT< & l’origine de la trajectoire, il suffit, 
d’après une propriété connue de la parabole, de joindre le milieu de la 
droite S , S , , horizontale passant par le sommet S, au point O.

, IP. OÜAWBOPmiM, *01»t 1
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On obtiendra de même la tangente OT* à la trajectoire conjuguée du 
point A.

Fig. 34.

20 Relation entre les deux angles de projection. —  On appelle 
ligne de site la droite OA, allant de l’origine au but. Les tangentes OTj 
et OT2 aux deux trajectoires conjuguées sont telles que Vangle y formé 
par Vune avec la ligne de site est égal à Vangle y' formé par l’autre 
avec la verticale.

11 faut démontrer que l’angle y' =  DOT, est égal à l’angle y  =  T a OA, 
ou, sur, la circonférence ODD, que les deux arcs D T , et GTa sont 
égaux.

Or, d’aprôs les propriétés des tangentes à la parabole, qui sont bissec
trices de l’angle formé par le rayon vecteur allant au foyer et une perpen
diculaire à la directrice, on a

On a donc
DTj œ T ^ !  et DT*=TjF*. 

DG =  2 DTj -+• Ft G =  2 DT!— F, G.

Mais DTâ =  Ta F« ; il viendra donc

. DTi =  T*F*— FjG =  T*G.

C ’est la propriété énoncée. On peut dire encore : Là ligne de site OA
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est la symétrique delà  verticale par rapport à la bissectrice des tan
gentes OT, et OT2 à l'origine des deux trajectoires conjuguées.

Remarque. — Au poinl A, les deux trajectoires conjuguées ont 
même vitesse, puisque celle-ci (25) ne dépend que de l'altitude y. Les 
deux points O et A jouiront donc de propriétés analogues : par suite, en 
considérant les deux tangentes en A  aux deux trajectoires conjuguées du 
poinl 0 , on aura égalité des deux angles et de la figure.

3° Portée maximum sur la ligne de site. —  Considérons le but se 
déplaçant sur une ligne de site OA. Il ne pourra être atteint, par un pro
jectile lancé du point 0 , que si la circonférence AF, Fs rencontre la 
circonférence fixe ODD,. Le problème aura donc tantôt deux, tantôt 
zéro solutions.

Pour une certaine position de A  sur OA, les deux circonférence* 
AF, F2 et ODD, deviendront tangentes et les deux tangentes à l ’ori
gine OT, et 0 T 2 se confondront en une seule, qui sera la bissectrice de 
Vangle de la verticale et de la ligne de site.

Celle bissectrice déterminera un certain angle de projection qui

Fig. 35.

donnera la portée maximum sur la ligne de site considérée. Ce sera le 
poinl A j 35).

Le foyer F M correspondant à cette parabolè est sur la ligne de site elle- 
même, à la distance h de origine.

4« Parabole *dç sécurité. -p- On sait (39) qu’on désigne ainsi 
l ’enveloppe de toutes les trajectoires V 0 =  const. issues d’un même 
point.
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Deux trajectoires quelconques se coupent, comme il a été démontré, 
sur une ligne de site symétrique de la \ erticnle par rapport à la bissee- 
«rice de leurs tangentes à l’origine. Si les deux trajectoires se rappro
chent indéfiniment, les deux tangentes se confondent, à la limite, avec 
cette bissectrice O TH, et le point A w, de portée maximum sur chaque 
droite issue de l’origine, sera ainsi un point de l’enveloppe cherchée.

Ce point As est déterminé par la condition d’être également distant 
de la directrice DD' et de la circonférence ODD, de rayon h.

On a donc
AuFyss AmQ.

lie lieu du point A M sera une parabole à axe vertical, dont on obtien
dra la directrice en prenant PQ =  OD =  h.

On a alors, en effet,

O Am =  OFh -t- F 51 Am =  AjiQ +  PQ =  Ai P,

ce qui définit une parabole de foyer O. Le sommet de celte parabole est 
en IX La tangente OTM à l’origine, qui est bissectrice de l’angle DOF„, 
passe par le point P.

Pour déterminer le point A „, on mènera donc la bissectrice OTM qui 
coupe en P la droite a A. Puis on mènera PQAV verticalement ; sa ren
contre en A „ avec OFH donne le point cherché.

La parabole de sécurité coupe l ’axe des x  en un point 1 tel que

0 1  =  a A, sous un angle égal à

5° Trouver le point A' de ia ligne de site <r où le projectile tombe 
normalement. —  Soit A'R perpendiculaire à la directrice DD'. La tan
gente en A ' à la trajectoire qui passe en A! est la bissectrice A 'a de 
l ’angle BA'F|. Mais dans le cas actuel, A 'a étant perpendiculaire i\ la 
bissectrice OA' de l’angle F ,A 'F j, les trois points B, A', F* seront en 
ligne droite.

Si donc M est le point de rencontre de la ligne de site 0 A / avec 1a 
directrice, la1 ligne M FS qui joint le point M au foyer F* coupera la 
verticale DOD* au point D* tel que OD* =  OD =  h. La construction 
du point F j et, partant, celle du point A', en résulte immédiatement.

D ’autre part, le point A ' étant le milieu de la corde FaB, on énoncera 
le théorème suivant : Le point K! d’ une ligne de site où la tangente 
à une trajectoire esbnormafe à la ligne de site est le sommet de la 
trajectoire conjuguée.

lieu des uoinis A', quand e  varie, est donc l’ellipse des sommets
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(38, 4°)- C'est aussi le lieu des pieds des normales abaissées de l'origine 
sur les différentes trajectoires (a variable, V 0 constante), qu'on peut 

.déduire de réquation du n° 30 ( V*)

tanga i — 2 tang2? 
tanga \

Fig. 30.

combinée avec l’équation polaire de la trajectoire.

o l. Quelques autres solutions géométriques. —  On peut résoudre le 
problème• du but à battre par d’autres constructions géométriques que 
celle d'e La Hire, qu’on vient d’exposer. Blondel (i683) donne plusieurs 
de ces constructions. Voici celles de Buot et de Renier :

Remarquons tout d’abord, d’après les propriétés élémentaires ,dc là 
pârabole, que la tangente à l’origine coupc la droite SS' en son milieu T* 
et que la droite DF passe également au point T| ; de plus, OT\ est 
perpéndiculaire sur DF
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Lorsque a varie ( \  « =  const. ), le lieu du point T 4 est la circonférence 
D T40  décrite sur DO comme diamètre. L'angle T iK O  est égala 2 a, 
cl l'on a

S'Ti =  OKsin'ix.

Fig. 34*

Donc, puisque la portée OP est telle que X  —  a A sm*>.a, on a

i° Ceci posé, soil A. le but ù battre, dont la projection sur l’axe des x  
est OA' (/fc. 38).

On prendra DE =  i  OA' ci, par E, on mènera la droite ET, T» per

pendiculaire sur la ligne de site OA; elle coupe la circonférence de 
diamètre OD aux deux points T, et T â, et les droites OT, et OT2 sont 
les deux tangentes à l’origine aux deux trajectoires qui passent pat* le 
point À.

En effet, soit T, le point milieu de la droite SS'.
De ce point, abaissons la perpendiculaire E T ,T 2 sur la ligne de site 

OA, et soit DK parallèle h ET, T ,.
On a

DE =  S 'T  - S'K =  ^  — D S'tange =  ï î  — (/t _  y ,)  tang<r.



Mais on a (34, i°)
PROBLÈME DU BUT A BATTRE S:

donc

tang 7.

Fig. 38.

Mais
ItJ
g  tanga, Y4=  S i  tang* a. 

* g  8

“15?Il*3Ï

Fig. 39.

Taisant la substitution, on trouvera

DE S? y .
4 C. Q. F. D.
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2° Prendre DC =   ̂OA {fig. 3ç)). Mener la droite C F ,F a perpendi

culaire à la ligne de site OA. Les intersections F (F 2 avec la circonfé-

Fig. 40.

rence de centre O et de rayon OD déterminent1 les foyers F) et F* des 
deux trajectoires passant par le po'int A .. Cette proposition résulte 
immédiatement de la précédente, le point T t étant (fig . 3^) le milieu 
de la droite D T t F. *

3° Donnons une autre construction indiquée par Baills (i883). Les 
tangentes à l’origine O T 4 et OTa des deux trajectoires passant en A 
sont déterminées par l’intersection T ,T 2 de deux circonférences; 
la première, de centre D, a pour rayon OD — h) la seconde a pour 
centre le point I, tel que ID' =  A M = y , et pour rayon IR, tel que 
IR =  D 'A  =  A — y .

52. Solution de Cassini. —  Indiquons enfin la cohstruclion qui suit, 
fondée sur le théorème du n® 24.

Soit A  le but : joignons OA et construisons, sur la ligne d'égalité 
O P =  4 h, le segment POB capable de l’angle de site «r. La'demi-cir
conférence ainsi Obtenue sera rencontrée aux points M et M! par la ■ 
verticale du but A . Les droites OM et OM' sont les tangentes initiales 
des deux paraboles qui répondent à la question.

Dante le triangle MOA, on a, en effet,

OM- _  AM 
coso- sinY
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Fig. 41.

Fig. 4 a.
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D’autre part.
OM =  Oli sinv= sinv;

4 c ü s c t  *

on a donc
OM* =  AM. OP,

ce qui est la proposition énoncée au n° 2-î.

Instrument universel de Cassini. — On a déduit, de cette construc
tion, un appareil permettant de pointer un mortier sur un but d’angle 
de site quelconque. 11 se compose d’un cercle métallique gradué G, 
d’une règle graduée OH, tangente au cercle, et d’un f i l  à plomb aQ. 
On voit que le système formé est semblable à la figure du théorème, et 
que, en visant le but le long de OH, la direction du mortier doit être 
OT,. Pour utiliser toujours le même cercle, qui devrait avoir un rayon 
variable, proportionnel à on prend a O =  AO cos <7, c’est-à-dire 
égal, non à la distance du but au mortier, mais à la projection hori
zontale OA' de cette distance.

o3. Solution algébrique du problème du but à battre. — 11 est néces
saire de donner maintenant les formules propres à calculer les:;angles de 
projection, que la méthode précédente détermine graphiquement.

Soient x K l’abscisse ou distance horizontale de l’origine au but à 
battre, y K l’ordonnée ou la hauteur de ce but au-dessus du plan hori
zontal passant par l'origine.

L’angle de site or est défini par la relation tang ts— ^ -

i° Puisque lu trajectoire doit passer par le point dont les coordonnées 
sont ( x , ), on devra avoir, d’après l’équation de celte trajectoire,

0 ) jKi =  a?, tanga g e  tang** >•

L’équation du second degré

tangâa- i\h tanga + 1-+-4/1
*!

détermine les deux valeurs suivantes de tang a :

tanga =  —  d= l /ÜtÜLlZJZiï _  i.
Pi Y  p \

Si la quantité sous le signe \f est positive, il y a deux angles a, et a* 
qui répondent à la question; si elle est nulle, les deux angles sc rédui
sent à un seul; si elle est négative, il n’existe pas de solution réelle.
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Remarques. — T. On pourrait discuter le problème non en partant 
de l'expression de tanga ci-dessus, mais en prenant la relation (T) sous 
la forme équivalente

STt
sinfaa —■ or) =  cos 7 4 - sin s,

qu'on peut déduire également de l'équation de la trajectoire en coordon
nées polaires (29 ). ^

11. Pour la discussion algébrique des problèmes, il est nécessaire 
d'adopter un sens déterminé pour les di\ers angles que l'on peut avoir 
à considérer.

Fig. 43.

Les angles <r, angle de site ou site; a, angle de projection ; y, angle 
de hausse, seront comptés positivement dans lesens inverse des aiguilles 
d’une montre (fig . 43)*

On a
a = y -h a;

Fig. 4+.

a et a- variant dé o à Dans le quatrième quadrant, la disposition est
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celle de la figui'e 44? on a encore a = y +  o-et les angles a et 9  sonl plus

grands que —  ; ils varient de à 2 n.

Il n y a pas à considérer ce qui se passe dans les quadrants (2) cl (4), 
le tir étant supposé avoir lieu toujours vers Pavant de la batterie et tout 
étant d’ailleurs symétrique par rapport à la verticale de l’origine.

20 Relation entre les deux angles a t et oc2. —  Si lang a, et Lang a 2 
sont les racines de l’équation du second degré ci-dessus, on aura

tange^-H tangx2 =  —  et tangas tanga2= i  H- 4 A*— ■

On déduit de ces relations, en éliminant h :

tanga, +  tanga,
1 — tanga, tanga. =  tang(a,-h a,) =  — 1

tan g a

Pig. 45.

Donc
tang(ai-t-aj) tanga =  — i ou tang(aj +  a,) tang—cr = t ;

par suite,
TZ

« i 4 -  ccj — cr = —  
2

ou
TZ *

« i ~  9  S S -------- a * ,2

C’est la propriété démontrée géométriquement plus haut (30, i°) :
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L a  bissectrice de la  vertica le  et de la  ligne  de site est égalem ent bis
sectrice de t  ang le  des deux tangentes à  V orig ine .

Les deux angles a, et as sont plus petits que ^ si i-j- 4 A j- j >  o;

l'un est plus petit que ^ et l’autre plus grand que ^  (4e quadrant), si

h - 4A £ < o.

Ce cas correspond à l’hypothèse du but placé à l'intérieur de la parabole

d’angle de projection nul. On peut aioir les deux dispositions indiquées 
sur les figures ci-dessous.

3° Cas oà les deux angles se réduisent à un seul. 
duira si l’on a

• ’4A(A— ̂ 0  — x \ =o.

Cela se pni-

Fig. 46.
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■ihtang#!^ — •

D'après la relation précédente, établie entre %K cl ou, on aura

TZau — c =  -  — a12 
ou

TZ
2ai2== 2 "h '7‘

Donc : La ligne de projection est la bissectrice* de l'angle formé par 
la verticale et par la ligne de site.

54. Portée dans le site. — i° On appelle portée dans le sitec cl Ton 
désigne par X „7 la distance

où un projectile coupe la ligne;de site <r. D’après l’équation de la trajec
toire (29),‘cette expression se met sous la forme

V  _  / l s*n(a — cr) cosa 
Aff =  4^---- — T------ *

Pour avoir le maximum il faut égaler à zéro la dérivée du second 
membre par rapport à a. On trouve

TZ2ai2=  -  -hcr,

c'est-à-dire la valeur a*2 qui correspond à la bissectrice de l’angle formé 
par la verticale et par la ligne de site.

En portant la valeur a<2 dans l’expression de X*, on obtient

XM élanl la portée maximurti pour <x =  o, on a ( 40)

Xji =  2 h; \

d’autre part, y* ==Xff smu. On aura ainsi

y\ ■+■ =  Xm»

Donc, un point ne peut être atteint que si la somme de son altitude^ 
et de sa distance Xff =  yjx\ Wy\, mesurée sur la ligne de site, est infé
rieure ou, au plus, égaie à la portée maximum sur un plan horizontal.
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En d'autres termes, on doil avoir

Vi-t-V^f -+■  y\=.*h-

â° Parabole de securité. — Ainsi, le plan do projection se trouve 
divisé en deux régions : Tune contient tous les points, de coordonnées 

peuvent être atteints de deux manières; l'autre région ne 
contient aucun de ces points. Ces deux régions sont séparées par une 
courbe qui répond à l'équation

ji- f- f a i + y i  =  *h,

ou, en introduisant les coordonnées courantes (x*y) :

C'est la parabole de sécurité du n° 39*

3° Problème de Maupertuis. — Quelle est la vitesse minimum qui 
permet d’atteindi ê le point (x 4,^ i)  ?

C ’est évidemment la vitesse qui donnera la portée maximum sur la 
ligne de site. On le démontrera directement en écrivant l’équation dfe la 
trajectoire qui passe par le point et qui est

tanga =  tanga — tang2a),

sous la forme
i -h tang2a*

4 h =5 xa-----------------tanga — tanga

La condition dh — o donnera la formule

d’où

c’est-à-dire

tang2 a — 2 tanga tanga — ï =  o ;

— tan g2 a
2 tang =  — cot2a,

TC2 a = ----h a .
2

ce qui est la condition rencontrée plus haut.
On en déduit

V 2 h  X i  tanga ou 2 ^ » ^  +  ^ ï + 7 Î

gour valeur de la hauteur h due à la vitesse initiale cherchée
Le but A  étant donné, on portera sur la verticale de A  la longueur
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AB =  OA. Le point B représentera la hauteur 2 h. Joignant OB, celte
ligne sera la ligne de projection. Si Ton forme 

»
<y>.

tangTT « tanga— - y  (I-H tangaaj,
2 /i

on trouve, au point A, que

La tangente à la trajectoire en À  est perpendiculaire sur la tangente

initiale. Le point À appartient à la parabole de sécurité (39). La droite 
O A  est la corde focale (36).

Inversement, si l’on tire du point A  pour atteindre le point 
O (— Xi — yt), on prend OC =  OA et l ’on a DC =  a/t, ce qui déter
mine la vitesse minirtium cherchée. Les tangentes en A et en O à cette 
nouvelle, trajectoire (de A en O) son* les mêmes que les tan
gentes • aux mêmes points de la trajectoire allant de O en A, Dans' ces
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condition*, les deux paraboles à axe vertical sont identiques. On a

4° Durée du trajet. — Le temps T ,̂ mis par le projectile pour 
atteindre la ligne de site a-, est donné par la formule

^V0 sin(a — <y)i f f= ---------------- -g  COS 3*

Le maximum de T<j correspond à
.  t Ksm (a — <r) =  i ou z = — h cj.

Fig.

Cela ne petit avoir lieu que si o- est négatif. La ligne de projection est 
alors perpendiculaire sur la ligne de site. On a alors

T < t =
aV0

S
COS 9,

Le lieu des points de chutd, sur la ligne de site <x, des projectiles tirés 
sous une ligne* de projection perpendiculaire à la ligne de site est la 
trajectoire *

y = - f h ’
d’angle de projection nul.

*>. OHA.RBOÏWIBR, TOME I.
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Celle même formule

T =  sin(a — g) 
a  ̂ #  cos ex

permet de répondre à la question suivante :
Dans un tir sur avion, quelle relation doit exister constamment, entre 

l’évent à déboucher T ff et l’angle de projection a, pour que le projectile 
éclate toujours sur la ligne de site de l’avion ?

On peut construire aisément un abaque donnant la solution.
On graduera l'échelle horizontale, marquée cr, d’après les valeurs de 

cos cr et l ’échelle verticale, marquée ( a — <r), ou y (angle de hausse) 
d’après les valeurs de sin (a — < r)= 5iny. D’autre part, la verticale du 
point o° sur Taxe des or sera graduée, conformément aux valeurs de

g£*
aV

Le point M, par exemple, correspond à

<x =  45°, Y =  (<x— ®; =  i5° et £ 1 2  =  0,35.* ' 2V0

Second abaque- — Soit une circonférence de centre O et de ra>on

Fig. 4o.

égal à et soient OÀ et OB les lignes de projection el de site.
o

Dans le triangle ÀOB, on a

AB, _  OA 
sin(a — a) cosa’

i
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Donc

Ainsi : T g =  AB.

AB — 2 °̂ s*n« g — g) 
g  cos s

Remarque. — Pour des perturbations très petites dV0 et h. mi a 
dTg dS o
TrT— =  -r,-------COt(a —  z \ dz.
1 ff ' o

Fig. 5o.

5° Théorème sur les angles d'égale portée A g dans le site. —  On 
obtiendra la même portée X g dans le site t en tiranl avec des angles de 
projection (a, ±  0, l'angle afl correspondant à la portée maximum X g 
sur la ligne de site et i étant quelconque.

Pour établir celte proposition, partant de la valeur trouvée pour X g, 
il suffit de démontrer qu’on a

s m ( a i - b  i  — ff) cosfa i■+■ i)  =  sin(ai —  i  — a) cosfa i— i),
lorsque

r.2a! = = -----h or. ,
2

L’égalité à démontrer peut donc s’écrire

* sin( f - 5 +t')cos( i + ^ l' ) =sin( i “ ^ “ l' ) cos(4 + î _ ‘)*
Or,

(  J  — -  -+-1) =  c o s in u s  du  c o m p lé m e n t =  cos ^  ~  ■+* ~ ,

-H ~ s= s in u s d u  c o m p lé m e n t =  s in  ~ —  i j .  c. q . f . d.

\ «
Pour <r=o, on retrouve les propriétés démontrées plus haut (41).

sin

cosf
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Cf Relation entre X  et X*. — Entre les deux portées X ff, dans le 
site a*, et X, dans le site zéro, correspondant au même angle de projec
tion, on a la relation

qu'on peut écrire

X . «an a
-rr- =  c o s2 a------ ------------3
Aff s m ( a - j j

X tanga
c—  =  C O S ff------------------ ------------ --XCT tanga — tanger

Entre T  et T<y, on aura

T _  tanga 
T ff tanga — tanga

7 0 A ngle de chute sur la ligne de site. — Rappelons que nous 
avons trouvé précédemment (30), pour cet angle la formule

tanguas

L'angle est droit lorsque

ta n g a — tanger
i — tanger tanga a ta‘ng2cr

tanga = 2 rang2t 1 
tanga

et le lieu des points de chute correspondant à cet angle de projection 
ainsi détini est Pellip&e des sommets (30,3°) :

a?2-*-4j'2=! 4 hy.

8° Démontrer qu’entre la portée X* dans le site, correspondant à 
l’angle i défini en 5° et la portée X ^  dans ce même site, on a la relation

Xo= x „ r . — i î i ï L i .
M L i — soi cr J

9° Démontrer que la durée du trajet T* est donnée par la formule

m m T • . . c o s a  1T a =: TV, I COSi -f- Sin l -------- :----- *
* 1  I — S1I1 <T J

55. La trajectoire rapportée à la ligne de site* —  i° Prenons, pour 
axes, la ligne de site OM (OÇ) et la perpendiculaire 0$ à colle droite. 
La vitesse initiale fait, avec la ligne de site, un angle y. Les équations 
différentielles du mouvement sont



PROBLÈME DU BUT A BATTRE.

On en déduit, pour les équations finies :

d \  xr • dZ
d t  =  VoSiny — ^ c o s a ,  —* =  V0cosy — U siner;

S =  Voisin y — i ^ 2 cos <x, Z =  Vo* cosy— ^ g t~  sine.

Fig 5 i

I O f

Au point M, dont nous appellerons (X a, a>ffî V ff) les éléments.
on aura

T * =
aV0 siny 

g  c o s t s 9

X aVjg siny cos (y -f- g J) 
#  cos2 or 9

tangW<r =  ——  ta"gT-------
atango-tangy — i

i t. cos(y "h 5)| V a c o s w ^  V0------*------ ->
C O Sff

f Vffsinoiffss— Vosiny.

t

Cette dernière relation, qui donne la projection V ŝinco .̂ de la \itesso 
sur une perpendiculaire à la ligne de site, démontre le théorème énoncé 
au n° 32.

Le point P] où la tangente à la trajectoire est parallèle à la ligne de 
site correspond aux valeurs suivantes, pour ^  =  o*:

Vp siny
£-COS<y 9
1 VJ sin2y
2 g  COS or9

cos (y - h  <r) 
c o s  a 9

Ki =
VJ sinay /  _  i 
2 g  coso- V a tang<r

Le point P 2 où la tangente a la trajectoire est perpendiculaire à h 
ligne de site correspond aux valeurs suivantes, pour ~  =  o :

V0cosy
^sniff 9
1 VJ cosgï
a g  smer*

cos (y -f- tr) 
sincr

«•-
VJ sin ay / J
a g  sinor \ cot a
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Démontrer que lu droite P|P2 <*st perpendiculaire à la symétrique 
de l'horizontale par rapport à la ligne de site. *

2° La trajectoire en coordonnées obliques. — Prenons maintenant, 
comme axes, la ligne de site 0£ et la verticale 0>\ On aura

"o cos(Y-t-g) t _  y
COSff V .

Fig. 5 a.

On en déduit
dy -  yy — &  
dX> ~  Vç

Donc :

A \origine^
( dy\  _ v , .
\ ^ / o “

Au point 1>,

( d z \-0• U J ’
Au point M,

t ± \
\</<r V

( T _ aV ,

l x ff= | V ç V „
l £?

/ i Vf 
Cr’ - ; # î

r  =  <>

C<!.s formules sont indépendantes de l’angle de projection.



PROBLÈME DU BUT A BiTTRE. 1<>3

La portée OM est telle cpie

Posons

on aura

v  2 \r aV,^ s m y  s in r . '-H * '»A(J  — \ Y Y > =  ——— ------- ...----- .... f
A g  cos

v  2 Vjj *siny sin  ( y —  * ')
Aç ----------------- -------- -

^  c o s2 a

On \oit immédiatement que le maximum a lieu quand

* y y — <r' =  o ou y =  ~  [(pO, 3° » et (53, 3°)J.

56. Ricochet sur plan incliné. — Appliquons le théorème et les for
mules qui précèdent au cas où Ton suppose qu’un projectile, une bille 
par exemple, parfaitement élastique, est lancée avec une vitesse initiale 
V0, sous l ’angle de projection a =  y+o*? le long de la ligne de plus 
grande pente d’un plan parfaitement élastique, incliné de Vangle de 
site <y.

Soit M le point de chute. On sait (32) que l’on obtiendra la vitesse 
MA' en grandeur et en direction en prenant MB' =  OB et MC' = O C . 
Menant B'A' parallèle à OM et C'A'verticale, on aura le point V.

On aura ainsi l’angle de chute y, sur le plan incliné, et, menant M Af

Fig. 53.’

symétrique de MA' relati\emcnt à OM, on aura en M V* la direction et 
la grandeur de la nouvelle vitesse initiale.
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On a immédiatement

OB =  MB'= MB1 =  V0 sin  y =  V is in - ^ ,  

MC' =  MA'cos (a — Yt)> OC =  OA cos (y -+- a

On aura donc les deux relations

( i )  Vo s in y  =  Vj sin Yi,

<%)  ViCos(<r — y i ) =  V0 cos( y *+-<7);

d’où l’on déduit

( 3 ) cotYi =  cotY — 2 tanga.

Celte formule se déduit d’ailleurs de la formule (29) :

en posant
tangT =  a tanga — tanga,

a =£ y Œ> t =  a — Yt-

Le temps mis par le projectile pour tomber en M est

T = 2 l l È U .  
g cos®

Par suite de la première relation, on aura

T# =  Ti == T* = . . .  =  const.

La durée de chaque bond est une constante.
D ’autre part, la vitesse horizontale, qui est constante pour chaque 

bond, est, pour le premier bond, O C =  \,r0 cos (y-4-<y), et, pour le 
second, MC, =  V, cos (y, -f- <r).

On aura donc, pour les portées le long du plan incliné :

„  aVî s in Y c o s f v - t - ® )  aV? sin*v ,
------- 1 =  - 1 T 7 ^ S ~  ( c o s c c o t y - s m ® )

et
g g  cos2a v

v  a V 0 , ; s in  y ,  , , a V j  sin«Y / . . %Xfft= --.Vi^LcosCYt-t-®)^ -^--^(cosccoty^sin®).
S g COSs ®

On trouve ainsi, d’après la relation (3), en éliminant y, :

i ■— 3 tanga tangY
X c ,  , i — tanga tangY

X», 1 — 5 tanga tangY.
X *,- I — 3 tanga tangY*

On trouve de même
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cl, d'une façon générale:

X n __ i — 1 9 /î - i- i i  t a n g ?  tan ffyX<rifI_ i; i — { a/i — n tangï taiiicv"
X

En combinant cette relation avec celle qui donne - »
1 X<rn

la loi générale de récurrence

X(xvB+11 - h  X<rin- . t\ =  îiX <7fl.

io5

on trouve

On en déduit encore, par addition de relations semblables :

X (tn— X<y(B+>l) =  Xffo— Xffl et XÏM  =  (n  +  riXff,— nX<ra.

On a encore
X(Tn __ i — ( 2  7 1 4 - î ) ta n g g  t a n g y  
Xcr0 “  i — ta n g a ta n g Y

La bille remontera le plan incline jusqu’au nwmo bond, toi que l'angle y*
. ^  TCsoit > ---- OT.

2
Alors la bille rebondira vers l’/R, dans la partie descendante.
La bille, qui arrive suivant la direction PM, repart dans la direction 

MQ, sous un angle de projection =  RMT, toi que

Pour y, =  -  — cr, la direction est la verticale et cela correspond, 
d’après l’équation (3), à la valeur de l’angle de projection

cotY =  3 tangar. 

Fig. 54.

Les mêmes formules que précédemment sont applicables en chan
geant le signe de or.
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Cherchons, par exemple, sous quel angle la bille devra être lancée 
pour que, après un seul bond, elle rebondisse exactement à son point 
de départ.

On fera X ffi=  —  et, par suite,
s

1 —  3 tango- ta n g y  — — (i — tanga- t a n g - ') ,
d’où

i
tangcr tangY = -•

C’est la relation déjà trouvée (30, a0), qui caractérise le cas où le 
projectile arrive normalement sur la ligne de site o\

III. — AUTRES FAMILLES DE TRAJECTOIRES.

57. Trajectoires à angle de projection constant. —  Dans celte famille, 
la vitesse initiale V 0 varie,* tandis que Vangle de projection a. reste 
constant, pour toutes les trajectoires considérées. Ce sont des paraboles 
ayant un point et la tangente en ce point communs et meme direction 
d’axe.

i° Lieu géométrique des sommets. —  Ce lieu est une droite qui par
tage en deux parties égales les segments compris entre la tangente 
initiale et l’horizontale de l’origine.

En elfet, le sommet est défini par les deux équations

tanga, Y, =  — • tang’z,
6 — fi»

et l’élimination de u0 donnera

vY s =z — tanga.

2° D ’ailleurs, cette proposition n’est qu’un cas particulier du théorème 
suivant : Toutes les trajectoires « =  consl. sont homothétiques par 
rapport à Torigine, et leur rapport de similitude est égal au rapport 
des carrés des vitesses initiales.

En effet, si dans l ’équation de la trajectoire

et y y ,

on pose
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il vient

, ^  r ' -
y  — x  tanga — — -?■-------- ,J & 4\,-eos

ce qui est bien une autre trajectoire 2 =  const.
Aux points homologues de toutes ces trajectoires, on a

et 4  =  ^  =  -.. t  Y„ v

3° Lieu géométrique des foyers. — Ce lieu est une droite. On le 
construit en doublant l’angle a, ee qui donne la droite OB, et en menant, 
de l’origine, une perpendiculaire OF a cette droite OB.

On sait, en elFet, que la tangente OT en O à la parabole est bissectrice 
de l'angle formé par une parallèle U y  à l’axe et par la droite OF qui 
passe par le foyer.

4° Lieu des points d'éclatement. — Si, entre les deux relations

|
a? =  V0£ cosa, je =  Y#i s in x —

Fig. 55.

on élimine V 0 et si l’on fait t =  9, quantité donnée, il viendra

^=sa7tangy —
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C ’est l'équation d'une ligne droite, parallèle à la tangente commune 
initiale : elle coupe l’axe des y  au point où, en chute libre, pour V 0 =  o. 
le projectile serait parvenu an bout du temps 0.

Les tangentes à toutes les trajectoires, aux points de meme G, se coupent 
sur Taxe des y ,

5° Lieu des points d'égale vitesse. — Entre les deux équations
(49, V)

oc = ~  j t̂angadb — Mgj et y  =  ^[Mg(i-+- tang2a)—

l’élimination de « 0 donne l’ellipse

(ï-f- tang2 )̂Ærs4-472— 4&J tanga H------- (y — æ tanga) =  o,
S

tangente à la ligne de projection et coupant l’axe des x  au point

Fig. 56.

x  — V— sin a a, et l’axe des y  au point / =  — 

horizontale ( fig . 56).

où la tangente est

6° Trajectoire qui passe par un point donné. — Soient, comme 
précédemment (53) (#<,y K ), les coordonnées du point visé; <r est l’angle

de site, tel que tang«r =  ̂ l-

On aura pour l’équation de la trajectoire

où V 0 est l’inconnue.

y \  — oc\ t a n g a  — ë*\
% VJ c o s2 y ’
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On en déduit \ 0 sous Tune des deux formes suivantes :

= ______ü l ______ ou yt ^
0 *2 (a?i ta n g  x — y  i ) c o s2 x 0 7 cos a sin  ( x — ?  )

7 0 Théorème de Vabaissement constant. — Le théorème analogue 
à celui du cas de \ 0 =  const. s'énoncé dans le cas de a =  const. sous la 
forme :

Pour des abscisses proportionnelles aux vitesses. les abaissements 
des trajectoires de la fam ille et =  const. sont les mêmes.

8* S u r une même verticale x , les tangentes à toutes les trajec
toires et =  const. concourent en un même point de la tangente à 
ü origine.

Fig. 57.

C’est, la conséquence de la propriété suivante de la parabole : si, par 
le point de rencontre de deux tangentes OT et TA ù la parabole, on
mène une parallèle à Taxe, elle coupe la corde OA en son milieu (29). 

OADonc TA' =  Le point T  est le même pour toutes les trajectoires 

ayant meme tangente à l’origine.

y0 On peut trouver l’équation des trajectoires orthogonales des 
trajectoires de la famille a =  const. par un procédé analogue à celui 
développé au n° 4?3.

On trouve
dx __ _____ y dy_____
x  y * — y t a n g a - h  9

avec
y =  tan ga  —  2y .

x
Pour a =  o, on obtient l’ellipse

x * -4- K2; «■

Pour tanga =  2 /̂2 , on a la courbe

K(a? — a/) =  e*



CHÀP. II. LES FAMILLES DE TRAJECTOIRES.1 10

et, dans le cas d’une constante, K =  i, on peut écrire

58. Trajectoires à vitesse horizontale constante. —  YToici quelques- 
unes des propriétés des trajectoires de la famille —  const. :

i° Lieu géométrique des sommets. — En éliminant tang a entre les 
deux équations

V Mo v ul " ,
\ s — ~  t a n g a  e t  ta n g u a ,

o o

où u0 =  const., on trouve, pour lieu géométrique, la parabole

qui i

a0 Lieu des foyers. — On sait (24) que la, directrice est à une
ui

hauteur —  au-dessus du sommet. Le foyer se trouve donc à une

distance —  au-dessous du sommet. Le lieu des foyers est, par suite, 

une parabole égale à la parabole, lieu des sommets, mais transporté!* 

parallèlement à elle-même d’une quantité ^

3° Lieu des points d'éclatement. - -  Comme on a x  — uQt1 le lien 
des points d'éclatement au temps 9 est la verticale x  =  u0 9.

4° Lieu des poifits ayant même inclinaison v'. — En éliminant 
a entre (19, I) :

x ~ —  (tangos — tan g * :')  e t y  =  - ~ ^ t a n g 2« —  t a n g 2^ ) ,

on trouve la parabole à axe vertical

y  =  x  t a rg -c '-h  £ _ - •

5° Génération des trajectoires uQ =  const. — L’abaissement 

\ =  - eSt Je même pour toutes les trajectoires et pour la môme

valeur de l'abscisse x .
\insi, la trajectoire* (II) d’angle de projection et' sc déduira, point par 

point, de la trajectoire ( I), d’angle de projection a, en menant une
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\erticale C et en prenant À'B' =  AB. De meme on aura* pour la trajec
toire (III) â =  o) : CC' =  ÀB =  A'B’ (fig. 58%>.

Les tangentes aux points C , B, B' concourent au même point K

Fig 58.

de taxe des y. En effel, d’après une propriété connue de la parabole, la 
verticale NN' partage en deux segments égaux les obliques OA, OA', OC. 
Les deux triangles À 'B 'N ' et N'KO seront donc égaux, et Ton aura

KO =  A'B'= AB =  CC'— y.

6 ° Les trajectoires orthogonales des trajectoires de la famille 
« 0 =  const. peuvent s’obtenir aisément. Posant q =  > la trajectoire

s’écrit

(i) j ' — a; tanga — qx*,

d’où
dy s= dx tanga — <iqx dx.

L ’équation différentielle des trajectoires orthogonales est

<*> s H  a g y - u ^

Éliminant l’angle a en (i) et ( 2 ), il viendra

dy _  1
•j.xdx 2 (qx* —  y)

Posons Ç =  a?2, on aura
d y  1
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et cette équation se traitera par la méthode classique, en prenant pour 
variable qC* — y  — rn d’où Ton tire

Donc

et, par suite,

dy 2qrt — i 

iq y  sss log( 2 if} — i) -h const. 

2 qt\ — 1 =  KeW.

Il vient donc, en remplaçant vj par sa valeur,

2 qy == 2q%ar* — i— K

C’est l’équation cherchée des trajectoires orthogonales.
En particulier, pour K = o ,  on a une parabole à axe vertical ayant son

sommet au point y  =  —

59. Autres familles de trajectoires. —  On pourra étudier des trajec
toires diverses, par exemple les suivantes :

i° Trajectoires à vitesse initiale verticale constante. —  Ce sont 
des trajectoires w0 =  V 0 sin « =  const., qui ont même durée de trajet T, 
de l ’origine au point de chute, et même flèche Y,.

a. Lieu des sommets. —  Droite horizontale :

y
w80 .
g 9

b. Lieu des foyers. —  Parabole ;

v=af i _ £ £ î  •
7  O g  2t*>* *

c. Lieu des éclatements. — Droite :

j ' = <vo8 — -g0*.

2® Trajectoires à portée constante. — On a

VJ sinaa s  const.

La trajectoire peut se mettre sous la forme
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et Ton a

tang-: / 7 r \

Le lieu des points d’éclatement est l ’hyperbole

11S

3° Trajectoires passant par un point donné. —  D’après l’équation 
de la trajectoire en coordonnées polaires (29), l’équation generale de 
ces trajectoires est

= B-c — B -la n g e r  
X*coscr

où B est un paramètre variable.
Le lieu des sommets est une hyperbole

y  (X ffcoscr — % x )  == x 2 tango.

4° Trajectoire sur plate-forme mobile* —  Si u est la vitesse du 
tif eur, on a, pour définir la vitesse initiale V  et l’angle de projection a', 
les relations

V c o s o c ' œ  » -+- V0 cosa, V sina' =  V0 sin a.

La trajectoire a pour équation

Fig. 59*

Ni la flèche, ni la durée de trajet ne sont modifiées. 
La portée est

V* /  B \X =  —  iH----- ) sinacosa.
# \ «’ /

Le maximum de portée a lieu pour

— t» vjcosaM5Sa-------- --------------
P  C.IIAFIBONNIBR, T0STB I.

S
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60. Théorie de l’arbalète. — On peut encore chercher les propriétés 
d’autres familles de trajectoires definies, par exemple, par une relation 
/ ( V 0, #) entre la vitesse initiale et l’angle de projection. La plupart de 
ces problèmes ne présentent d'intérêt que comme exercices de Géométrie 
analytique élémentaire.

Voici, à titre d’exemple, l’énoncé d'un problème pose aux examens 
d’entrée à l'École Polytechnique, en 1 91 2  :

« Une sorte d'arbalète est formée d’un tube rectiligne et d'un fil 
élastique. Le lil CMD est fixé par ses extrémités à deux points C et D 
de l ’arbalète. Il sert, par son élasticité, a lancer un projectile M, guidé 
par le tube dont l’axe AOB est perpendiculaire au milieu O de CD.

Ouvert en B, fermé en A, le tube est évidé latéralement de A en O, 
de façon à laisser libre passage au fil.

Pour lancer le projectile, on l’amène à l’extrémité A  de sa course, 
de façon à tendre le fil élastique; puis on l'abandonne à la réaction 
du fil.

On donne OB =  OC =  OD =  a; OA =  Le fil a une section et 

une masse négligeable. Non tendu, il a pour longueur naturelle CD.

Fig. 60,

Tendu suivant la ligne brisée CMD, il agit sur M, pendant le mouve
ment, comme la corde agit sur la poulie, dans l'élude statique de la 
poulie mobile. Sa tension, proportionnelle A rallongement, a pour

expression Æ ~ Le projectile est assimilé à un point matériel de

masse m ; l’action du tube sur lui est assimilée à celle d’un plan incliné 
qui aurait pour ligne de plus grande pente l ’axe du tube, le coefficient 
de frottement/ayant la même valeur au départ et pendant le mouve
ment.

i° Déterminer k et f  par les conditions suivantes : l'arme étant
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verticale, la masse m doit être portée à 1 1 2 ,̂ pour que son poids suffise 
à faire descendre le fil élastique jusqu'au point A. Cette masse demeure 
en A  pour toutes les positions de BA faisant a\ee la verticale ascendante

un*angle 8 inférieur à mais elle part dès que 8 dépasse

2“ Avec les valeurs trouvées pour k et y, mais pour les diverses 
valeurs imaginables de m, étudier, en fonction de 0. la portée de l'arbalète, 
c’est-à-dire la distance du point B de l'arbalète au point de chute du 
projectile sur le plan horizontal du point B. a

i° L ’arbalète étant verticale, évaluons la force exercée parle fil sur 
le projectile M placé à une distance 0 & r=  x  du point O.

Cette force F est, si Ton appelle T la tension du fil,

F - a T  *  ;
a*

mais
— . CM— CO . yjaï-*rx* — a 
T “ * CO ■ k a

d’où

«■ .
x*

D ’après l’énoncé, on augmente progressivement la masse du projectile

FJ*. Gx.

pour qu’il descende peu à peu vers l’extrémité A  du tube. Dans ces 
conditions, on doit admettre qu’il y a équilibre entre la force F et le

poids du projectile, pour x  =  |  a.
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Donc

mg =  ik  ( \ J t + j - i

Gomme m =  1 1 2 , on a

h i 5 i5—r m g  =  -TT X I I 2 g  — IOD®.ib 10

Quand on fait tourner l’arbalète autour d’un axe horizontal passant 

par O, la composante du poids de M suivant AB décroît constamment et 
la force de frottement croît constamment.

La somme de ces deux forces est

; n ^ ( c o s 0  -+- / s i n ô ) .

Gomme F =  mg, la résultante de toutes les forces agissant sur M, 
projetée sur AB, est

/n ^ ( c o s 0  - h / s i n 0  —  i) .

Puisque le projectile part pour 8 =  c’est que / =  1 .

Nous avons donc les valeurs k — io5g  et / =  i, que nous allons 
utiliser pour résoudre la seconde question.

20 Pour connaître la portée du projectile partant en faisant l’angle 8 

avec la verticale, il suffit de connaître la vitesse initiale.
Cette vitesse initiale résulte de l’étude du mouvement du projectile M 

dans le tube AB. Ce mouvement peut être décomposé en deux : le 
mouvement entre A  et O pendant lequel le fil presse sur le projectile, 
et le mouvement entre O et B pendant lequel le fil ne presse pas sur M, 
et où les seules forces agissantes sont le poids de M et le frottement 
du tube.

Pendant la première période, on a : *

m -rrr *= — sâT - ............- — - 1  x  — mWsinO -h cos G).

La force ne dépendant que de x , on peut intégrer par la méthode des 
forces vives :

d’où

—  h- 4k  -h a?2 — amj?(sinO -t- cosO)#,
C l 2
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On a donc, en faisant varier x  de — ^ à o :
5

[îïï( B *+ 4  V a1,
Pendant la seconde période, on a

. i b a 2 i m g ,  . fi
\---------- i-----s-2-( sin 0 ■

9 3 - c o s 6 )4 #  |*}

m d*x . .
— =  — n i g (sinô - r  eos0 ),

et, en intégrant de o à a :

[m b 2]g =  — 2 /w # ( s in 6 -h  c o sO ja .
Donc, finalement,

=  -+• ^ a g  — y  m g w fs in ô  -+-c o s0 )  =  ^  a g [ i o — m (s in Ô  -+- cosO )]
3 J

OU

VJ =  -y  — fsin8 +  cos6)j .

Mais la portée X  est donnée par X  =  ^  sin a 6, de sorte que l’on a 

X =  y  a  — (sinO -h cosO)j sin20.

Telle est la formule cherchée.

3° Discussion. — On voit tout d’abord que si l’on change 8 en ^  — 0 

X ne change pas. ' •
Nous allons construire la courbe qui donne X  en fonction de 8, en

donnante m des valeurs constantes, et en faisant varier 6 de o à - •

Il faut que VJ soit positif. Donc, si l ’on veut que le projectile parte 
sous tous les angles, il faut remplacer (sin 8 -h cos 8) par son maximum

\/a, ce qui donne m <  Pour que le projectile puisse partir au moins
V  2

sous (m certain angle, il faut donner à (sin 8 -h cos 6) sa valeur mini
mum i, ce qui donne m <  2 0 . Si donc m est >  2 0, le projectile ne 
quittera pas l ’arbalète.

La figure montre les diverses circonstances du mouvement. On a porté 
sur trois axes rectangulaires les quantités 0, m et X. La figure admet,

pour plan de symétrie, le plan 0 = 2 *  qui est le plan ABC.

La portion utile de la surface représentative est limitée, en projection
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horizonUile, par l'axe 09, l'axe 0 m, la droite 9 =   ̂ et la courbe trans

cendante DAE, qui représente le lieu des points Y 0 =  o.
Les sections par les plans m '=  consl. sont composées de deux courbes 

égales et admettant chacune une tangente parallèle à O 9, lorsque m est

compris entre ao e t — • Puis, à partir du point A, ces deux courbes 

viennent se souder sur l ’hyperbole ABC et elles admettent trois tangentes

parallèles à 09 jusqu’en un certain point B, défini par m: 

tangente est donnée par l’expression

«o
8 / î

S. La

àB ~  3 a
cos B — c o s a 0 (s in 0  -+■ c o s 0 )  — s in 2 0 ( c o s 0 — sin

On a figuré, en pointillé, la ligne de faîte EBD, lieu des points à 
tangente parallèle à 09.

Pour les valeurs inférieures de m, les courbes ne présentent plus 
qu’un seul maximum et leur sommet s’élève très vite en suivant l’hyper
bole ABC.



CHAPITRE M .
LES PROBLÈMES DE TIR DANS LE VIDE.

I. — LES DIFFÉRENTS GENRES DE TIR.

61. Le tir en brèche. —  i" On veut que Le projectile rase ieparapet 
AB et vienne toucher un point déterminé C de la muraille. On se 
donne donc les coordonnées x, e t/ , du sommet du parapet, et l’incli
naison tang t, j du dernier élément de la trajectoire, la distance AC étant 
supposée très petite. On demande la vitesse initiale V 0 et l ’angle de 
projection a d’un tir efficace.

On aura, par l’équation de la trajectoire,

tan*“

ou, d’après la relation tanga =  — >

2 VJ cos*a

Fig. 63.

D ’autre part, l’équation de la tangente (19) donne

tanga — tangxi =
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On déduit de la
Ct

tanga =  a tango- — tang ti, VJ =  — --------------- ;------- •
b ® ® ’ Q 2 Cos2a t a n g o - — ta n g ^ i

Ces deux équations résolvent le problème.
La solution géométrique du problème est très simple : par N milieu 

de OA, mener une verticale qui rencontre en M la tangente donnée 
en À ; la droite OM est la tangente initiale (29).

Le foyer de la parabole s’obtiendra immédiatement par la propriété 
connue des tangentes ; on aura aussi la directrice, c’esl-à-dire la valeur 

V2de h =  — , d’où la vitesse initiale inconnue V 0.

2® On veut que le projectile atteigne le point (x t, ) et que la
vitesse initiale V 0 soit aussi jaib/e que possible. Quelle est cette 
vitesse ?

On sait (50, 3°) que V 0 étant donné, l’angle a, de projection corres

pondant à la portée maximum sur la ligne de site est a, =   ̂-f- et que, 

d’autre part (54), la portée maximum sur la ligne de site est

Xff =  — ------------
g  n -sm a r

Donc
VJ(min) = -££i.(i4-sina).' cos<r

62. Le tir défilé. — i° On veut atteindre, au delà d’une masse cou
vrante de coordonnées unbul de c o o r d o n n é e s / 2)® U faut
déterminer la viLesse initiale V 0 et l’angle de projection a de la trajec
toire qui passe par ces deux points.

On écrira
g x \

y t s= x x tang a ----- r f i——-* b 2VJcos2a
d’où l’on tire 

tanga • Zi
*1 a VJ C0 îs2a

et JK2 =  #2 tanga — M Jt '&
aVJcoVa'

et tanga 7a _WMHMl Tsnz *

2 VJ CO S* SC

Divisant les deux équations membre à membre, on aura

tanga = 71*8 — n*\
^ ^ 2(^2-  &\)

Cette équation fait connaître l’angle a.
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Retranchant membre à membre les deux équations, il vient 

-Tl _  2 i =
2*1 2*2 2 VgCü*5-X?

d’où
V 2 £ TiX^Xï— Tx )

0 aros-'a — 2*ivri

ce qui donne la vitesse initiale V0.
Si Ton fait

J /,i —  JK2=  ( 2*2 — 2?») tang-r e t  t a n g c ? = —  >
2*1

on retrouve les formules du numéro précédent.
2° Donnons de ce problème une solution géométrique, qu’on trome 

dans la « Balistique » de Baills.
Fig. 64.

£

« Supposons le problème résolu. Soient O la pièce; À, Blés deux points 
donnés; OAB la parabole, dont F est le foyer, et DD' la directrice. 
Joignons OA, AB, OB. Par les points i, /*, milieux de OA et AB, 
élevons des verticales qui rencontrent la courbe aux points I, H. Les 
tangentes aa\ bU menées à ces deux derniers points sont, par une 
propriété de la parabole, parallèles aux cordes OA, AB. D’ailleurs, la 
droite f/{*est évidemment parallèle à OB et deux fois plus courte. On 
sait, de plus, que si du point F on mène des perpendiculaires sur les 
tangentes aa\ bV jusqu’à la rencontre dr la directrice aux points N, R,
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ces points marquent aussi l’aboutissement des verticales IN, HR élevées au 
point de tangence; c’est une conséquence de la règle de construction 
des tangentes.

» Ceci posé, voici comment s'effectue la construction :
» Soient C la bouche à feu; E, G les deux points donnés. Prenons au 

hasard un point F, qui sera le foyer de la parabole inconnue. La direc
trice de cette courbe doit être horizontale ; nous la supposerons confondue 
avec la droite DD' passant par le canon. Avec ces deux éléments arbi
traires, supposons construite une parabole indéfinie. Cherchons les deux 
tangentes à la courbe respectivement parallèles aux droites CE, EG qui 
joignent les points deux à deux; pour cela, ofl mène du point F à ces 
deux droites les perpendiculaires Fn et F/?', et des points de rencontre 
N, R de ces perpendiculaires avec la directrice, on abaisse des verticales. 
Les intersections I et H de ces verticales avec les perpendiculaires au 
milieu de FN et FN' sont les points de tangence cherchés.

» Il ne reste plus qu’à inscrire, dans la parabole, un triangle semblable 
à CEG, et dont les deux côtés soient parallèles à ces deux tangentes. 
Mais nous savons que lorsque cette condition est réalisée, ih  est 
parallèle à OB, c’est-à-dire à CG; on n’aura donc qu’à prolonger les 
verticales I, H jusqu’à la rencontre de CG, ce qui donne la longueur cg , 
égale à ih  et semblablement placée. Sur cg , construisons le triangle ceg, 
semblable à CEG, et du point c abaissons une perpendiculaire, qui ren
contre la courbe en un certain point A (mener, à cet effet, une perpen
diculaire au milieu de FK).

» Du point A, menons des parallèles aux droites CE, EG et nous 
obtiendrons les points O, B, Les trois points O, A, B sont identiquement 
placés comme les points C, E, G, soit entre eux, soit par rapport à 
l’horizontale Ox* Il n’y a de changé que les grandeurs absolues des 
côtés de ce triangle inscrit, ce qui n’a aucune importance, puisque nous 
attribuerons à ces côtés leur véritable grandeur numérique et que les 
autres éléments de la figure s’en déduisent proportionnellement.

» Le problème est donc entièrement résolu.
» La vitesse initiale est celle que le boulet prendrait en tombant de la 

hauteur OD, c’est-à-dire \Jzg. OD. L’angle de projection est donné par 
l’inclinaison de la tangente au point O sur l’horizontale Ox »‘ (Baills).

63. Le tir de côte. — Le problème est le suivant :
. «

Un plan horizontal est à Valtitude y , relativement à la batterie 
ou au bateau qui tire. Quelle sera, la portée L  sur ce plan?
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En faisant dans la trajectoire, y  on trouve, pour la portée L.
l'équation du second degré

%
Ls — 4 h L  sin a cos a +  4  ̂Xi cos2 * = o, 

d'où Ton déduit la formule

L =b h sinaa^idb Y i
h sin2 a )■

i° S ic>'4 est négatif ( tir des batteries de cote», il existe toujours une 
seule valeur de L répondant à la question i fig, 65 b))

Fi g. 65.

2 ° S iyt est positif (tir des bateaux sur la côte), il existe deux valeurs 
de L, ou une seule, ou aucune, suivant que h sera supérieur, égal ou 
inférieur k y h sin2 a (fig. 65 à).

Pour obtenir la portée maximum L (maxj sur le plan y^  on formera

—  d’après l’équation du second degré. Égalée à zéro, cette quantité

donne la relation *
Lmax) *= —- y\ tangacc,*.

L’angle am du maximum sera alors donné par la formule

_ Xtcos 2 a
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et l’on aura

Théorèmes, — I, Démontrer que si y { varie, le plan des L restant 
fixe, les tangentes initiales aw de la portée maximum enveloppent une 
courbe (y-h  A)3 =  A#2.

4

II. L'angle de site <7, qui va de l’origine O au but, pour la portée 
maximum est tel que tang ? —  — cot 2 a/w (voir problème de Maupertuis, 
54,3°); en déduire une construction géométrique donnant la portée 
maximum sur le plan y  K.

Remarque. — Le problème traité.ici, quand y * est négatif, est aussi 
le problème du tir d'avion contre un but terrestre, le tireur étant supposé 
immobile.

64. Le tir fusant. — L’ensemble des trajectoires que décrivent les 
fragments d’un shrapnel qui éclate dans Pair forme une gerbe fusante.

Supposons qu’il s’agisse d’une bombe sphérique que l’explosion 
intérieure fait éclater en fragments égaux; l’explosion leur communique 
a tous une même vitesse v, dirigée suivant chacun des rayons de la 
bombe. Cette vitesse v, composée avec la vitesse (V0,a), au point 
d’éclatement, du centre de gravité du projectile, définit, en grandeur cl 
direction, l’origine de la trajectoire de chaque fragment.

i° La gerbe fusante dans te plan de projection. — Suivant la 
direction ?i, angle de OB avec OA, la vitesse initiale sera OB =  V. On 
a, pour définir V, dans le triangle BOA, la relation

À l'angle v\ correspondent deux valeurs OB' et OB de V.
Le lieu des points B est une circonférence de rayon v et de centre A; 

l’ouverture de la gerbe est définie par l’angle r„w, qui correspond aux 
doux tangentes à cette circonférence, et qui est tel que sin%„ =

Toutes les trajectoires de la gerbe auront pour équation

d’où

(0

v2 =  V2-h Vg — 2 VV 0 COS7],

V =  V0 cos K] ±  /v * — VJ sin2r,.

(a) y  =s ^ tang(a-f-T j) gts*
2 V 8 CO S2 ( «  4 -  TT))
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qu'il faut supposer liée à l'équation ( i) qui définit V comme fonction 
de 7j et de V„.

Si Ion considère Feclat lancé suivant OB a\ee la vitesse V* il sera, au 
bout du temps t arrivé au point tel que l'éloignement OB' soit égal

à V/, et rabaissement B'B, soit égal à  ̂gt2. Le lieu des points B' sera 

une circonférence de centre À', tel que OA' =  Y 0f et de rayon v*. Le

Fig. 6G.

lieu des points B,, où les éclats seront parvenus au temps /, sera une 
circonférence ayant pour centre le point M de la parabole du centre de 
gra\ité et pour rayon v£.

Cherchons l'enveloppe de ces circonférences M de rayon v/, quand 
le centre de gravité du projectile se meut sur la parabole. Si l ’on consi
dère deux circonférences infiniment voisines, telles que Mf M3 =  vâfc 
et CMj =  GM* 4 -v dt, on aura, dans le triangle infiniment petit M* M2D. 
la relation

s DM2=: Mj Mi COŜ ,
d'où

• » v 
COS Y  =  - •T V

Ainsi, en chaque point de la trajectoire, on mènera un rayon vecteur 
faisant avec la tangente l’angle <|/ défini ci-dessus : La trajectoire 
orthogonale (OP, OP4) de ces rayons, issue de Vorigine O, repré- 
sentera l'enveloppe ou contour apparent de la gerbe, dans le plan 
de projection.

Cette courbe enveloppe a une définition analogue à celle d'une autre 
courbe, dite onde balistique, dont nous étudierons plus tard les pro
priétés dans la « Théorie du Champ acoustique » (Tome III).

Remarquons que si v >  v, il n’y  a pas d'enveloppe réelle, jusqu'à 
ce que, sur la branche descendante, v, qui croît jusqu’à l'infini, ail 
dépassé v.

Si, au lieu de considérer ce qui se passe seulement dans le plan de
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projection, on considère l’espace entier, il suffit de remplacer la circon
férence, lieu instantané des éclats, par une sphère, les rayons vecteurs

Fig. 66.

d'angle é par des cônes droits ayant ce même angle comme angle au 
sommet autour de la tangente au point correspondant de lu trajectoire, 
et enfin de considérer la surface qui coupe normalement ces cônes et a 
son sommet au point d’éclatement. Celte surface, qu’on retrouve dans 
la Théorie du Champ acoustique, est ^enveloppe des éclats pendant leur 
trajet.

L’intersection de la surface enveloppe avec le plan horizontal déter
minera la zone battue par l’éclatement du shrapnel.

a0 La gerbe latérale. — Résolvons encoi'e un problème relatif aux 
éclatements. On suppose que le projectile est cylindrique et n’émet que 
des éclats perpendiculaires au plan de projection, avec une vitesse v. De 
plus, pour simplifier un peu les calculs, on supposera que l ’éclatement 
se fait au sommet de la trajectoire.

Les éclats circonférentiels ont été lancés sous des angles a divers, 
dans un plan perpendiculaire à la trajectoire et avec une vitesse v. Fis 
seront, en plus, animés d’une vitesse horizontale V„.

Cherchons l’ intersection de la gerbe latérale avec un plan horizontal 
situé ù une hauteur ( — y {) au-dessous du point d'éclatement. Chaque 
trajectoire d’angle de projection a et de vitesse initiale v aura pour 
intersection, avec le plan ( — y<), l’abscisse x  définie par l’équation

gai*— y x = x  laaga —

Ce point sera atteint au bout d’un temps t =  —- — • r  r  vcosa
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D'autre part, pendant ee meme temps t> l'observateur se sera déplacé 
aven une vitesse Vt, et aura parcouru un espace  ̂=  Y0 /. Eliminons x et t 
entre ces trois équations. 011 aura, pour équation de la courbe des Impacts

Fiç. 6$.

sur le plan horizontal, la formule

v?( ^ î _ r ,)i==v!Çi_v?irî'
Considérons l’éclat qui correspond à la verticale, vers le bas; 

on a

d’où
* = v/v*— %gyi —

ty
On a donc, pour ce point,

r =  V„< =  v 0 v / ^ + i i7 ,  -  ^  .
O

Pour l’éclat qui correspond à la verticale vers le haut, le temps, pour 

revenir A son point de départ, est Donc, jusqu’au plan {— J'i), on
A

aura

Vo v'V -t- 2 ,§T i-+- - J - -O
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Ce sont les deux: points situés sur Taxe des Z] la tangente à la courbe 
est donnée par la formule

dx
Wjx

Y*9
I

0-̂ 2 y2 ,
Elle s'annule pour $ = o , et devient infinie pour = ----h/i? c est-

2 » il &g
à-dire ~ r  — +  2y l5 à l ’intersection de la parabole de sécurité avec le 

plan ( —  .>0 -*

63. Le tir à ricochet. — Soit un projectile sphérique, lancé du 
point O avec la vitesse initiale V0, sous l’angle a. La sphère vient frapper 
le plan horizontal de départ en A.{, avec la même vitesse V 0 qu’au départ. 
Mais le sol n’est pas parfaitement élastique : la sphère rebondit et com
mence une nou\elle parabole, mais avec une vitesse initiale plus petite V K 
et sous un angle de projection plus petit a,. Elle frappe de nouveau le 
sol en A 2 et ainsi de suite.

Quelles sont, après le bond, la portée SX,, et la durée du trajet 
correspondante ST»? (Bordoni, 1 8 1 6 .)

Admettons, comme cas intermédiaire entre celui des corps parfaite-

Fig. Gg.

ment élastiques et celui des corps mous, que si la sphère vient frapper 
le sol indéfini, avec une vitesse V, sous l’angle /, les deux composantes 
de la vitesse Vain / et V cos/ sont modifiées et deviennent r\ V sin/ 
et V  Vcos /. Les coefficients r, et r/ sont compris entre o (corps mous) 
et ï (corps parfaitement élastiques).
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Soit alors X „ la n'tmt portée, entre A„_, et A„. On a 

x * = Trt= — — sin*,.,.
O P

Mais on a, par hypothèse,

V«—i cosa/*—% =  cosafl.j, V«_i sm a^i =  tqVu—g sinaa^ .
*

On pourra donc écrire

V* V
x » = l Y - J 11 sinaa -̂j = ijr/X*-!, T«= 7! -^ sin a*-, = 7iT„_2,

o S

de sorte qu’on aura les formules de récurrence suivantes :

On en déduit

X„ — Tjr/X/,—i, T„ — *1 T n—i
Xa—t ss t)t/X*_j, T»-i== rj Tn-î

X, sstjVX,, T, = 71 Tj,
x, =7)VX„ T, = 7)T,.
X»=(r(7)')*-‘Xi. T»!= 7)ra-1 Tl

et, pour les sommes SX„ et ST,, (/t variant de i à n),

2 X „=  X, [i -+- tn'-*- . .-H (v/)»-» ]«
ïT * =  T, [h - tj .-t- V*-1]»

c’est-à-dire
„ v i —(nV)* VJsinas, _  i — r,* aV0stna#
«d J%k /*  SS! f  m̂  JL J» m m

i- to e «— ■>) <r
Théoriquement, la sphère rebondira sur le sol en décrivant un nombre 

infini d’arcs de parabole; mais, cependant, la portée totale S X . de 
l’origine, au point où le corps revient au repos complet, et le teihps 
total ST „ sont finis.

En effet, puisque ïj et r/ sont de véritables fractions, pour n —  oo, on 
a : limite i}" =  o, et les formules deviennent

SX =
1 — 7)1) g

Vî .7 -J-smaot, ST. I a V o  sin* 0 
1-7) g

Sur un sol infiniment mou, on a

Donc
7) =  V = 0 .

VI
SX . =  —  siaaa».

P . (ÏHARUONNIRR. TOME I.



i3o C H A P . I I I .  —  L E S  PR O B L È M E S D E  T IR  D À ^  L E  V ID E .

Sur un sol parfaitement élastique, on a

Donc
*1 = V = i-

=  oc.

Pour les sommets successifs de la trajectoire,  ̂ =  on a

Ys\n) =  *î2

Problèmes. — a. Une bille, dont on connaît l'élasticité tj, tombe d'une 
hauteur donnée H sur un plan horizontal. Trouver tout l’espace que la 
bille doit parcourir avant d’arri\er au repos (Jullien).

L'espace cherché est égal à

6 . Une bille pesante est lancée d’une hauteur de 2om contre un plan 
horizontal; elle rebondit à iom, retombe de nouveau et rebondit de 4m« 
Trouver l’élasticité de la bille et la vitesse à laquelle elle a été lancée.

On a
u 2 =  V J - + - 4 0 # ,  7)2 V2 = 2 0 £ ,  Y14 U2 = 8 ^ .

Donc

ou, à peu près,
V0= / i o  g

V0 =  9 n,î9 0  par seconde.

6 6 . Le problème de Paéro-cible. — Un aviateur, à bord d'un aéro
plane animé d ’ une vitesse U, horizontale, laisse tomber une bombe.

Fig. 7°-
O

En quel point atteindra-t-elle le so/, et quelles seront les erreurs à 
craindre dans ce tir?
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i° Trajectoire. — L’equation de la trajectoire de la bombe est la 
parabole du vide, où Ton fera dl=  o, et V„ =  U :

gx- 
2 0 “  *

La trajectoire est ainsi rapportée à son sommet.
L ’aéroplane étant en O, à l’altitude Y , sur la verticale du point A, le 

point atteint sera B. Les éléments de la trajectoire en ce point seront 
l'abscisse AB désignée parXw, la vitesse totale V ^  la durée delà chute T w, 
et l ’angle de chute o>.

Les deux variables naturelles du problème sont évidemment U et Y, 
qu’il faut supposer connues, à chaque instant, du pointeur. C'est en 
fonction de ces variables qu’il importe d’exprimer tous les éléments du 
point de chute.

On a, d’après les formules du sommet (26 ) :

(i) Xu= o ^ / j / Ÿ ,

(») T« o = ^ / |/ Ÿ ,

(3 )

(4 ; ta n  g <u =

2“ Pointage. Le projectile atteindra le but s’il est lâché lorsque
Y

le but est vu de l’aéroplane sous l’angle de site <r, tel que tang a =
• ■ *'(*>

ce qui s’exprime, en fonction de Y et de D,*par la formule

(5) ta n g  (T= i / ~  — ■V' a u

La hausse qui permettra de pointer sera donc constituée par un 
guidon, porté par une traverse horizontale graduée proportionnellement 
à U, et par un œilleton, porté par une lige verticale graduée propor

tionnellement à •

3° On établira facilement les trois théorèmes suivants :

а . Pendant la chute, la bombe reste toujours sur la verticale de 
Vaéroplçme;

б . On a, entre u> et o, la relation tang<i> =  2 tango-;
c , Le lieu des points du plan vertical d ’où Von peut atteindre le

même but est la parabole y  =  ayant son sommet au but.

4° Formules des erreurs. — A quelle distance dXw du but tombera
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la bombe, si l'on commet, sur l'appréciation de la valeur actuelle des 
deux variables V et Y, des erreurs do et dY?

D'après la formule (i) :

on a d’abord
dXo
Xm

Quant à l’erreur due à une erreur dY sur l'altitude, remarquons 
que l’aviateur, ayant donné à sa ligne de mire l’inclinaison

t a n g a

lâchera sa bombe au point C où il croisera la ligne de site COB, d’in
clinaison <r qu’il s’est définie lui-même.

S ’il lâchait la bombe en G', en différentiant la formule (i), on aurait

(âXmy _  i £Y
x M "  â y  *

Fig. 7 1 .

Le projectile tomberait en B' ; on a

Comme il la lance en C, le projectile tombera en B", point tel que 
B 'B ' =  CC ' =  dYeot<r.

On aura donc

BB*,=  t>Xu = (B 'B '-B B ,) =  (ÙXw) '-d Y  cota.
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Donc
gxM I dY dY
Xfc, “  2 Y " -  ■ =—  C O t CT.

Mais on a
C O tff X

T

On a donc, pour Terreur dY  ̂ cherchée.

c’est-à-dire

dXM i àY 
Xu “  à Y ’

BB' =  — BB'.

La formule générale est donc

dXm cto i dY
Xm ~  v 2 Y

Supposons, par exemple, que du soit proportionnel à U et dY à Y , 
c’est-à-dire qu’on ait do =  m ü, et dY =  ni Y .

On aura

t
On devra donc dire que les dimensions des buts d’égale difficulté, 

quand V et Y  varieront, devront être proportionnelles au produit

5" Erreur due à l ’ inclinaison de Vaëroplane. — Il arrivera sans 
doute assez souvent qu’au moment du lâcher de la bombe, l ’axe de1 

l’aéroplane, au lieu'd’être horizontal, sera incliné d’un petit angle 7|. Ï1 

s’agit d’évaluer l’erreur qui résultera de ce fait.
La trajectoire définie par la vitesse initiale u et l’angle de projection 7) 

aura pour équation (yj étant très petit)

y?=sx tang7; — •

Cherchons, pour la portée X w =  AB, l’augmentation de portée BC' due 
à l’angle vp

Pour passer de la trajectoire OB à la trajectoire OEG', qui (tj étant 
très petit, de sorte que l’on a cos v\ =  i très sensiblement) ont même 
vitesse U aux sommets O et E, on peut procéder comme il suit :

a, Transporter la trajectoire OB horizontalement en EG’, le point E
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étant l ’abscisse du sommet E. On a alors

Bü =  O E '=  —  rangïi. 
i

Fig. 72.

b. Transporter la trajectoire E'C verticalement en EG'. Ou a alors

C C '=  EE' cotw;

comme EE' =  —  tanaa -n, on aura 
•> s  &

C C '=  —  tang*r. cotw.*g 6

Donc, quand l’ordonnée Y  sera suffisamment grande, o> tendra 
vers - ,  et CG' vers zéro.

On aura, par suite, la formule simple

à\u>= —-tangYj.
« w

L’erreur ne dépend donc pas sensiblement de l’altitude.
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\ oici, d'ailleurs, comment on pourrait corriger cette erreur. 
Supposons qu'on maintienne toujours horizontale la traverse OH de la 

hausse qui porte les graduation  ̂ en\itesse. Le point C étant le point 
atteint, c'est ce point qu'il faut user, et, pour cela, on doit donner a la 
ligne de mire 1 inclinaison i t — v;, >, au lieu de l'inclinaison 

On a
Y =  Xw tanga*

d’où
e t  Y =  j X q, à \ Ui j ta n g o s  — ij, i:

Mais on a

_ V  t a n g r (1
w '  40 langer cos2 a

X«*> *v/Yi t a n g a  =  ^ / f d X (ü =  ~ - t a n g ï j .
d

Il en résulte la relation

t a n g r ,^  icos*<rtang?).

Sur la figure, on a

BK =  PB -  PK =  Xw[ ta n g v -  tang(<r — y j , ) ]  =  =  I x tt tangr(.

Donc
BK =  ipQ .a

On pourrait donc corriger automatiquement l'erreur due à l'inclinaison 
de l ’aéroplane en maintenant horizontale la traverse OH de la hausse 
et en liant le guidon à l’axe OQ de l’aéroplane, de telle sorte qu’il en 
suive le mouvement, mais diminué de moitié.

6 ° Cas d ’un but mobile. —  a. Si l’on suppose que le but (troupe, 
navire) est en marche, avec une vitesse U, positive dans le sens de la 
marche de l ’aéroplane, il est facile de voir que l’angle ctt, sous lequel il 
faut viser le but en mouvement, est tel que

On a, en eflet, sur la figure :

avec

Y . Ytanga =  tanga, =  ==----- -= ->A(û Au —— tt X

Xw=s uT(*>*

Cela revient d’ailleurs à dire : Placer la hausse non sur la vitesse V*, 
mais sur la vitesse (u ±  U).
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Une erreur sur il a le même effet qu’une erreur sur u. 
b. Si U2 est la vitesse du but perpendiculairement à la marche de 

l’aéroplane, il faut dévier le guidon, dans le sens du mouvement du

Fig. 3̂.

but, d’une quantité égale à U2 T w à l ’échelle des U sur la hausse, c’est- 

à-dire égale à tt2

67. Tir sur but mobile. — Soit un avion qui vole à une altitude H, avec 
une vitesse U dirigée vers la batterie, qui tire sur lui du point O. A  l’ins
tant 011 l’on fait feu, il est à la distance X CT comptée sur la ligne de site cr. 
Quel est l'angle de projection à employer pour l’atteindre?

i° On sait que, si le but est immobile, l’angle de projection a à em-

Fig. 74.

ployer est donné par l ’équation de la 
polaires (29), c’est-à-dire

X<j =
aVS cosa . — ï — sm 
g  cos8ar (*

trajectoire

-* )•

en coordonnées

D ’autre part, le temps Tc mis par le projectile, pour aller de O en M, 
est donné par la formule (§4, 3°)

-, a Vo sia  (a  —  cr)
1 (T = —— ■ ■ ■■ ■ «g  coscr
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Nous Mipposons que le chemin parcouru pendant le temps T*, par 

l'avion, c'est-à-dire ItT ,̂ est petit relativement à la distance X ff, de *nrte 
que dg, et. conséquemment, da, sont des quantités très petites.

On. a, x  étant l'abscisse du point M,

d'où
X  — * X ç  COS 7^

0 x  =  cosg ô X f  — X* sinor us .

et, comme dx =  —  llT* (la vitesse U étant dirigée vers la batterie ),

(1) — u i y =  c o s*  d X ,j— X ^sinyoc*.

D’autre part,
II =  Xg sin g-,

d’où, puisque H est une constante,

( 2 ) 0 =  sinffdXff-h XffCoswf?.

On déduit de ces deux équations

(3) dXff=  — uTffCosci, <te =  ï ” Siiicr.

Différentiant logarithmiquement l'équation de la trajectoire, on aura

d’où

ôXG sin a 
co*a

dot -f- îs in a  .
-----------  C><T -+-

COSCT

cosf a —  1 ) 
feinta — a ) {dot — àv )1

â X c  r f~ coscc-H sing sin(« —* g H ^  _  cos(?a — g) ^  
X(y cosa-’L s in (a ~ g )  J ~~ cosasm(a — g)

Remplaçons àXa et àa par leurs valeurs, il viendra

Mais

Donc :

(«)

cos('jq j ) ^  
cos a

Tff _  cos cr 
Xa ~  V0cosa

da = U cos g sin a 
V0 C 0 S ( 2 «  —  g )

Telle est la formule cherchée, qui donne la correctiop da à faire 
subir à l’angle de projection pour pouvoir atteindre l ’avion en marche.

20 Soit le but se déplaçant sur le plan horizontal (tir contre la cava
lerie). On a

^ ______ U s in a
~~ V0 cos 2 a
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On peut vérifier cette formule au moyen des formules différentielles 
du point de chute (28).

On a, en effet,
àX = — 2 cos2a<te,

g
et si

cX = — u T = — au —  sinct, 
g

on aura

<*)
u sina 

Vo cosaa

3° On peut chercher, enfin, quelle est la modification à Virent qu’il 
y  a lieu d’effectuer pour que le projectile éclate sur l’avion. Il suffira 
de différentiel* T c, et de remplacer doc et do- par leurs valeurs

, u sinacoscr . u coso .
doc =  —  -------- *------------ - ,  àa =  T ---------- s in a ;

V0 cos(aa — <r) V0 cosa

on obtient la formule

dTg __ coso T sina cos(« — q)“]
T ff ~~ Vo sin(a — cr) L arlb<r cos(ax — <r) J"

Dans le cas du tir sur le plan horizontal o- =  o, on a

_  u cosac 
V0 cosaa

Remarques. — I. Les formules (a) et (6) ne sont naturellement pas 
applicables au moment où l’avion entre dans le champ de tir du canon, 
c’est-à-dire à la distance qui correspond à la portée maximum sur la

ligne de site or, telle que aa — cr =  ï  (5 3 , 3°).

Pour résoudre complètement le problème, il faudrait prendre un 
terme de plus dans le développement de la série qui exprime dX on 
fonction de da.

II. D’ailleurs, dans le cas du tir sur l’horizon (t =  o), on peut donner 
la formule finie que fait connaître l’angle ex! à employer, lorsque l’on 
connaît la portée X correspondant a l ’angle a sur but immobile.

On a, en effet, par les propriétés du mouvement projeté horizon
talement :

VoT'cosa'-H- « T 'b  sinacosa.
g
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T = t>\ rtSin y

Il vient donc la formule

sina'cosa'-^- -rr- sîn*' =  sin* cosx. 
>o

qui détermine le nouvel angle de projection a\ quels que soient la 

valeur du rapport et l'angle de projection a.

Fig. 75.

Ainsi, supposons a =  ; on aura à résoudre l'équation

, , u . ,sinsa -h 2 r r  sma =  1
OU

1 , u---- — 2 cosa s= 2 TT *sma V0

On peut mettre cette formule sous forme de graphique (Jig. 70).

Pour une valeur donnée de ^  , il existe deux angles a7 répondant à la

question; l’un pour la trajectoire tendue a' <  l’autre pour la trajec

toire courbe a >  *•
4

,O a pourrait, sur le même abaque, construire aisément des courbes 
analogues résolvant le même problème, pour des valeurs de a différentes

68. Tir des flèches porte-amarre. — i° Supposons qu’une amarre,
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fixée au projectile, soit constamment tendue et dirigée suivant la ligne 
de site OM.

Une force retardatrice dirigée suivant OM, et proportionnelle à la

Fig. 76.

longueur de cette droite et au poids a par unité de longueur de la 
corde, sera appliquée à chaque instant au projectile. Ses composantes 
sont :

—  O M æ ' c o s o - =3 — d x  s u iv a n t  l’ax e  d es x  ;

— O M a 's in c r  =  — d y  s u iv a n t  l’ax e  d e s j^ .

Les équations du mouvement seront donc, p étant le poids du 
projectile :

d2x 
dt2

(j[l y
~~p ~  a'y;

ou, en posant — =  <2-, on aura

d̂ x
OF = — a2x% d2y

dt1
. g _  a*y.

2° On écrira la première :

ce qui donne 

et, par suite,

du
ut = — a2x ou

u du 
udt = — a2x,

udu~ — a2x dx

0 ) u2 = — a*r2.

La seconde donnera de même, w élant la vilesse verticale:

c’est-à-dire

dw
~di = — g-~<#y

w dw
OU -------- s a  —  g —■ a2 Y*w dt 0

w dw sas —. g dy — a*y dy.

L ’intégration conduit à la formule 

( 2 ) «r* =5 VJ sin* a — 2 g y  — a2 y 2.

Les vitesses sont donc connues en chaque point.
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De m  on lire
t /  a*

« = «« 1 / i -\ Mô
éht

et, comme u —  on aura, pour Le temps :

dt = i / a

Donc

ou

( 3 )

. / T i f f *
V «î V “ n

axat =  arc s>̂  —  
m0

an?
"mo

= smaL

De l’équation (2), on tire

w == ^~ = /V{ sins3 — 2gy — aly*.

En faisant le changement de variable^ =   ̂—  £ ,  et posant

on obtient 

d’où

V î.in * * 4 -£ = 7 T

a dt 1

a* ~  A*4

akdts

***

y/ 1 —

a* =  arc sm AraÇ — G ;

el comme, pour t = y  =  o,Jon a Ç0 == la constante C est telle que

C =  a rcsin  .

L ’équation du mouvement est donc 

(4) %a (y +  — «îb(C +  at).

3° L’élimination de at entre les deux équations (3) et (4) donne 
l’équation de la trajectoire, qui est une ellipse, dont le centre est au

point y = . — £y C ’est le point I.

Le point A  correspond à l’annulation de la vitesse horizontale (i) et 
l'on a, pour ce point :
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Alors y  sera donné par la formule

ka{ y +  i )  = -cosC
La partie de la courbe, à partir du point A, n’est réelle et ne corres

pond au même problème que si l'on suppose que la corde est toujours

Fig. 77.

maintenue tendue et qu’on exerce une traction proportionnelle à sa 
longueur.

Ce serait le cas d’une corde élastique de poids négligeable, dont la 
tension est proportionnelle à l’allongement.

La portée maximum sera obtenue lorsque le point A  sera sur O.r 
Q' =  o). On aura donc *

—  -h cos G =  0 .

Mais

Donc

d’où

C

kg =  sinC.

sia G -h cosC = 0 ,

3ir . n
—  et sin C =  
4 2
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On a dune

i l ,
*

et, en se reportant a la valeur de Â\ on trouve

V0Mna

C’est la valeur de l'angle de portée maximum.
4° Ce problème n’est autre que celui du momement^d'un point attire

Fig. 78.

par un centre fixe proportionnellement à la distance. En effet, la com
position des deux forces OM et MG à l'échelle où OM représente l'une 
d’elles donne la résultante MI qui passe par un point fixe I, puisque la 
seconde MG est constante. Cette résultante est d’ailleurs IM à l’échelle 
adoptée. On sait qu’on a

01 = -£•

69. Tir pendulaire (Lieutenant de vaisseau Le Prieur). —  Examinons 
un autre cas de tir guidé. Pour atteindre le but B par une bombe lancée 
verticalement de A, on prendra PÀ =  PB et l’on attachera la bombe 
par un fil d’acier au point fixe P, milieu de AB.

Elle décrira une circonférence et son mouvement est, en première 
approximation, celui d’un pendule simple autour de P.

Soit V 0 la vitesse initiale verticale en A  et soit menée l’horizontale

QQ' située à la hauteur h =  ~  au-dessus du centre P. On aura, en
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désignant par Ç cl x  les coordonnées du point actuel M :

où R  est le rayon du cercle décrit; donc :

d x _____h — Ç dX,
dt ~  dt

et, par suite,
. /rf* V  (<%V R* /< \*

* V \ d t )  ^ X d t )  H*— (A-Ç)* ( d t )  *

L’équation des forces vives donne, d’autre part, i,a =  La cons
tante h ayant clé choisie comme ci-dcssus; on a donc, en résolvant, 
par rapport à dt, la formule

^ î: r h * ~ ( A - ç ;* j

de sorte que l'équation finie du mouvement dépend, comme on le sait, 
des fonctions elliptiques. ,

En faisant la transformation classique, et, par suite, eu posant

i (h   ̂ \ . . . 9 '
-  (  ^ - t -  i l  SB A » , A  8 in< p S S  M il  - ,Ç ss A-t-Rcosfi,
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on aura la formule

\ / * t = ~ j  v , - i ï , w

L ’anale H \arie de -  à — •° o 2
Pour que la bombe puisse faire le tour complet de la circonférence, 

il faut que R <  h. Mais, cette condition n'est suffisante que si le mobile 
exerce, pendant tout le mouvement, une t raction A sur le fil M l1.

Cette traction a pour valeur la somme de la force centrifuge et de

la composante normale de la force appliquée mg ■ La traction est 
donc

mg /v* , v
A TT \ 7  ~  ~  ) ’

/
et, en remplaçant v2 par sa valeur v2 =  2 #^, on a

A=a¥ l3?""^- ’

Cette traction s’annule pour Ç =  Le projectile n’exerce donc une 

traction permanente sur le fil que si le point le plus haut, dont l'ordon

née est (h —  R), se trouve au-dessous de l'horizontale Ç =  d’où

h — R > j  ou A > ^ R .

On a donc
V $ > 3 *R.

Le Tableau suivant indique les valeurs limites du rayon R, en regard 
des vitesses de la bombe :

V#. R limite.

5o...................... 85
i o o ..................................  3 4o
15o...................... 7^5
200........................  i3 6o

Si Ton prend ces valeurs limites, la traction du fil, qui est maximum 
en À et B, est égale à

A = 2 T /i =  î f ! R = 3mft 

c’est-à-dire trois fois le poids de la bombe.
P. charbonnier TOME I.
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Dans le cas général, pour la traction en A, on a

* ___ m ̂  ?»A0~ — •

Si, a\ec V0 =  iooni, on prend R =  ioou\ on a

A0 io, >

Théorème. — S i R > ^ p  le pi'ojeclile quitte la circonférence au point
J

X =  ^et décrit une parabole; démontrer qu'il retombera au delà du

point fixe P, si R <  et en deçà, si R >  4̂.
V 3 \ ■>

L’équation de la parabole M0R est

a\ec

ex* ,y  =  r tanga —  (| tang2a)
2 u s

2 h " 0 2 g h
cosa = j ï ï  ct vs - - r *

2 hFaisant^-= y ,  on trouve

d'où

a h tanga H- \Ji 4- 3 tang*aoc =  ï7îq n. =  - — ■ ------ . "■ ■ 1 j
3 i -+• tang! a

„ „  i> d a// I tanga y/st -+• 3 tang*a
1 B = « .»  -  «* p = T  L -  u “«*.

On a PR =  o, si Lang a =  y/a, el, par suite, si R =  ~
v*

70. Problèmes divers. — iu Esl-il possible, du sommet de la pyramide.
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de Cliéops, de lancer une pierre qui atteigne U hase de la pyramide sur 
le sol? (Cranz.)

La hauteur de la pyramide est i3^m. a. La longueur d’un côté de 
la base carrée est 227“ ,5: d'où Ton obtient pour l'angle de site

Fig. 81.

ABC =  ôo°,2 1 . Pour obtenir la portée maximum sur la ligne de site AB, 
il faut, du sommet A, lancer la pierre dans une direction AT qui soit la 
bissectrice de l’angle BAD du plan incliné et de la verticale.

Donc

Ï>AT = j  (90°+ 5o",ai) = 70", ro.

L ’angle de projection est ainsi a =  i9°,oo.
La vitesse initiale Y 0 pour le lancer est d’environ a4m (moyenne de 

3o essais avec différentes personnes). L’équation de la trajectoire est

y  s s  js t a n g a -
■iVScos*a

227,5et la question est de connaître^ quand x  prend la valeur—— • =  i i3,y. 

On a
. .  . . . ______ ( i i 3 , 7 ) * . 9 , 8 i  _  o a  *

y  — n 3 , 7  t a n g ( i 9 , 5 o ; -  V(24i C 0 sl(I9 «( 50 )  -  ~ 8 3 >3

(avec V« =  22“ , on &y = — io6ni, 9 ; avec Vo =  2o“ ,ottajK = —  i 3 7 m,g). 
La réponse est àonc : la solution est possible avec quelque habileté.

2° Un même but {ce,y) est simultanément atteint par deux projectiles, 
dont les vitesses sont Y 0 et Y '0 cl les angles de projection a et a'. Quelle 
est la différence (t—  t1) des durées de trajet?
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Réponse :
i V 0\ l s i n i a  — su  . . * it'oUo —  wo ('\ i( -- t = — ----------- ;------- . OU / — f --------------- J---  *
\ \  l( cos x \  U cos % y  w0 -+“ Mu

3° Un mortier est dirigé sur le .sommet d’une Leur; le projectile 
atteint le pied de la tour dans le plan horizontal de la bouche à feu 
après t secondes. Un deuxième coup, avec une autre charge et un angle 
de projection double, atteint le sommet de la tour après t' secondes. 
Quelle est la distance D de la tour ( la grandeur des angles de projection 
et les \itessos sont inconnues) ?

Réponse : ____

té / :— _ ».V
4* Un projectile est lancé sous une inclinaison connue a avec une 

vitesse telle que sa trajectoire passe en un point donné A ; on sait que 
la droite qui joint le point de départ au point A  fait avec l'horizon un 
angle a-, et que le corps parcourerait cette droite en 9 secondes s’il se 
mouvait uniformément avec la vitesse initiale. Déterminer Tinstant où 
le projectile atteindra le point A.

On a
COSff 
cos a

5° Déterminer le temps t qu’un projectile emploie à parcourir un 
arc donné de sa trajectoire parabolique, en fonction des vitesses v0 et v{ 
aux extrémités de cet arc, delà vitesse V , au sommet de la parabole et de 
l’angle (t,,— t4) que font entre elles les tangentes aux extrémités do 
l’arc.

On trouve
VpV 1 s in (T 0 — t i ) .

6° Une petite bille, d’élasticité donnée, lancée dans une direction 
connue au-dessus d’un plan incliné qui passe par le point de départ, 
parcourt ce plan en bondissant. Déterminer les angles d’incidence et de 
réflexion aux différents chocs.

Soient l’élasticité de la bille, <r l’inclinaison du plan, (30 l’angle que 
fait la direction du mouvement initial avec le plan, (3/w et les angles 
de réflexion et d’incidence au /wîème choc compté à partir du plan.

On trouve

tangP/« = ïj tangYw
____ (1 — ?i) V'Hangfto____
1 — tt} — 2(1 — 7i)'«tang(Ttangpo (Bordoni, 1816),
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7 ° Les données sont les mêmes que dans le problème precedent. On 
demande de lrou\cria relation qui existe entre l'élasticité de la bille et 
les portées de trois bonds successifs m e s u r é e s  s u r  le plan, et de déter
miner la distance de la bille à son point de départ, lorsqu'elle commence 
à glisser en cessant de bondir.

Fig 62.

Conservons les notations du problème précédent, et nommons V0 la 
\itesse initiale, R t, FL, . . . ,  Rm, Rw+1, R/w+a les portées des arcs succes
sifs et S la distance de la bille à son point de départ, lorsqu'elle com
mence à glisser; ces distances Rj, R*, . . .  et S seiunt positives en 
remontant le plan et négatives en descendant. On trouve la relation

R / « 4 -2  —  t 0 ■ +■  ■ +“ r J* R /« =  4

d’où l ’on voit que les portées des arcs successifs seront les coefficients 
des puissances successives de l’indéterminée Z dans le développement 
de la fraction

Ki — [ ( -f- 7)-)Ri — R3] Z 
1 —<(rt -4- V Z 2 *

suivant les puissances ascendantes de Z. Il suit de là, en faisant Z =  1 : 

s — fttfr— 0 — V)-*-

g — sinftp T cos ftpcosg __ sin jâ0 sinsl  
~~ g  cos2at L 1 — tq ( 1 - r  “n )2 J 9

et, si l ’on pose (1 — vj ) coLcr =  cot^, on a :

S — sin ftosinfrcos({20»4- 4̂  
g sin j cos2 <1/
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Si rt =  i ^viden on trouve

II/»» =  m R j —  im  — i ) R i  (5 6 ) .

Le nombre de bonds, en montant un pian incliné avant la descente, 
est donc

m  -  ~ L — ( W .W a l lo n .  i8 4 a  >.Kl — K2

8° Pelote basque. — D'un point À, la balle est lancée avec une\itesse 
V 0 constante, mais sous des angles « variables; elle rebondit sur un mur 
vertical. Étant imparfaitement élastique, sa\itesse horizontale m, nor
male au mur, devient rjW, étant une fraction comprise entre o et i. 
Quelle sera la trajectoire de la balle après le choc?

On trouve, pour équation de la trajectoire rebondie :

y ^  ( t a n g a - ££o\
“ 8 J

g *1
*

Elle coupe l’horizontale du point A en un point situé de l'autre côte du 
mur à une distance r^o*

La bille retombe au point #0, d’où on Ta lancée, si

sinaa : ££o
V 2V 0 K >

9° On considère deux trajectoires voisines a et (a +  da) qui se cou
pent en E et touchent la parabole de sécurité aux points et Ma. 
Démontrer :

а . Que la différence des abscisses des points M, et Ma est égale à

zhdx
s in 2a

et celle des ordonnées à
a h cos a (c)a _ 

sin^a 3

б . Que le point de rencontre E se trouve au point milieu de la corde 
Ma.

i o ° Quelle pente faudrait-il donner au dernier rail d’une voie ferrée 
pour faire franchir à la locomotive le plus grand espace possible sans 
toucher le sol?

Vo étant la vitesse sur une voie horizontale, V0cosa sera la compo
sante suivant la pente. On aura donc

X ss %h sin*2 a cosaa,
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d’où, pour le maximum,
1

sin '; =  - ,  a =  3o4‘.
2

151

Si Ton fait \ 0 =  3ora (io8km à l'heure», on trouve \ M =  fi, La 
flèche de la trajectoire est 8m, 6 t» (Baillsi.

i i°  Un projectile laisse tomber des particules sans niasse, qui, 
instantanément, perdent la vitesse due au projectile et descendent 
verticalement a\ec une vitesse constante.

Le lieu de ces» particules, à chaque instant, est une parabole a a\e 
vertical qui se déplace verticalement.

ï 2° Problème analogue d'un projectile fumigène : la traînée de fumée 
emportée par un vent horizontal de vitesse constante est une parabole 
à axe vertical se déplaçant horizontalement.

i3° Un avion, animé de la vitesse horizontale U, lire horizon!alement 
du même point, dans tous les azimuts une arme qui donne au projec
tile une vitesse initiale V 0. Démontrer que les points d'impact sur le 
sol sont sur une circonférence de cercle.

i i n Si Ton considère les deux trajectoires conjuguées du point de 
chute ( 41 ) :

a. Trouver le lieu du point milieu de la position des deux projectiles 
au nie me instant;

b. Trouver la longueur de la droite qui joint les deux projectiles ;
c . Étudier le cas où l'on fait a =  o et où les deux trajectoires conju

guées sont la verticale et la parabole tangente à l'axe des x;
cL Démontrer que la droile qui joint les points de même ? passe 

toujours par le même pointer =  h, x  =  \ v.

if>° Généralisation des théorèmes nQ 41, — Etant données deux 
trajectoires quelconques (V 0, a), (V 0,3),  démontrer que la droile qui 
joint, à chaque instant, les positions des deux projectiles partis au t e m p s  

zéro, a un * direction üxe, perpendiculaire à la bissectrice des deux angles 
a et (â.

i 6° Étant données deux trajectoires ( V0, a), ( V 0. P), démontrer que 
les coordonnées de leur point de rencontre sont données par les formules :

or = {A
ï

tanga H- tangfJ ’ X = — 4*
CQJL (a-4- P)

(tan g a  h- tang  p ) *
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IL -  LA GERBE BALISTIQUE.

71. Formules différentielles pour un point quelconque. — i° Pour 
certains problèmes, on peut avoir besoin des formules diflérentielles 
donnant, en fonction des variations d\ 0 et dx, les variations ou pertur
bations de F extrémité dun arc de trajectoire de coordonnées 
quelconques.

On partira d’un des systèmes de formules du n° 19, par exemple de

g t
tang -: =  la n g y  — “  > u =  w0»

11 o
jt =  */0f, w ~  « o ta n g a  — g t ,

gC-y =  Uq t t a n g a -----~  •

Differentiant par rapport à chacune des lettres, constantes [excepté 
g (8°jj comprises, on obtiendra le système suixant, où Y on a fait 
du0 — cos a dY0 —■ V 0 sin a dx :

( 0

^  , ê ï M  =  Z l  s i n  J  à%
eos2̂  ' Uo i/o V0 ‘ [_ V0 J ’

dx  — u ^d l =  / cos a éV0 — V0* sin a ûx, 

à f  — (Vosina — g t \ ù t  =  £sinaéV0-T- V o tc o s x â x ,  

du =  cosacîVq— V0sina<)a, 

dtv -4- g  àt =  sina <?Vo4 - V0cosa âcr. 
v dv -h- w g d t  =  ( Vô — sma)dV0 — Y0cosa éa.

Exceptant la quatrième équation qui est indépendante des autres, on 
a ainsi un système de cinq équations à six inconnues (dt, d*r, d/, do>, 
dw, dt).

En se donnant une relation supplémentaire entre elles, le problème 
sera déterminé.

2° Ainsi, supposons qu’on tire sur un écran fixe; on fera d # = o . 
Les variations des éléments de la fin de Tare, qui a pour extrémité cet 
écran, seront alors données en tirant dt de la deuxieme équation où 
l ’on aura fait dx = o , et en portant cette valeur dt dans toutes les autres.
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Il vient ainsi :

** _  a** d\o / .
s s n - ü r  v r - * 1-  vrs,na>â

0a
cû5s a

^  ■+■ t  langa e/a,» o

(H) cos a ’dy =  ^  "T™" - w  \ V  — # /*  s in a  i 
▼ o

du =  cos a  dV 0 — Vo sin  y 0a,

dw =  ( V0 s in a  +  -r- i V0 cos a  —  g t  ta n  g y') 0x,
> o

v d v  =  (V* —■£*** j ^  — i'\o —£/sinau oa
cos a'

3° Les perturbations à temps constant sont particulièrement simple1!); 
elles sont données dans le Tableau ( III ) :

(III)

COSif:
r tfVo 

u0 \ 0 
d\ «

/ A'* \■( i —  tt-  s in a  ) -----p -' N o /  cossa

dx — x  — r tang a 0 7 ,
» »

» „ d\a .cŷ  =  r tang a -r?— h x  </7.
> u

du =  cosadVu— Vo sina 0a,
=  sina0V<>-- V0 cos a 0a, 

t> àv =  (\ q— gt sina) 0VO — fft cos a cta.

4° lues for mules différentielles du point de chute (t28) correspon
dent, dans le système général (I), aux hypothèses y —  o, d y =  o.

Les formules différentielles du sommet correspondent, dans (I), 
à x — o et à'z =  o.

5° Relations entre les perturbations à arguments divers. — Sup
posons connues les perturbations à t constant (système III) que nous dési
gnerons par Tindicc t (djcc, dyn . . .  ) : comment pourra-t-on passer direc- 
mcnt aux perturbations à t constant dr-, dy*T, . . .

Soient M et N les deux points correspondant a l constant, M et P 1rs 
deux points correspondant à t constant. On a

M / ? = M w  —  pn ou d.rxz= oxt — pn.

Mais de N en P la variation de x a été dxt et, par suite, lu variation eorres-
d x
Ifc

On a, par suite, la formule
âxx=  dxt — j  dx t

pondante de l'abscisse a été ^
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D'une manière plus générale, pour un élément e considéré par rapport

Fig. 8 3

*
V.

à deux arguments a et 6 , on a

Vérifier cette formule pour les systèmes (II ) el (H1 ). 
Faire l'application à ùt, dy, dir, do- =  o.

6° Soit MB la normale en M comprise entre les deux trajectoires infi
niment voisines. Démontrer qu'on a, en désignant par dNr =  MB et dtt 
les perturbations dites intrinsèques du point M :

dN, =
àtr __ 
~  ~~

Y o ^ s i a f a  — t ) ^ ~  -i- c o s ( a  — T ) t ) a j ,

r . . , . ,  <J\0 r . . . - da
—  [ c o s % -H s m t sin( se —  t )J  — — h f s i n a  —  s u it  c o s fa  —  t )J —

V o cos s

7° Considérons les deux trajectoires V 0 et (V o-f-dV0) el cherchons 
les points correspondants du point M sur la deuxième trajectoire. On 
aura le Tableau suivant :

À ......................... ày  — o
D..........................  point correspondant à dNr (angle GMB =  t )
G..........................  àx  =5 o
D ........................  àt =  o (angle DMM' =  a)

- E . . . . ....................  dt =  o (angle EMM'=  <r)

On pourra étudier le même problème pour les deux trajectoires 
a et fa +  da).

On remarquera que la distance MF des deux trajectoires comptée 
suivant la tangente ne s’exprime pas linéairement en fonction de doc et
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8° Variation de la gravité. — Nous donnons, enfin, les formules 
différentielles qui correspondent, en un point quelconque, à une \aria- 
tion dg de la gravité g.

On a
i » et r* ,35^ ^  =  tanga- fft ie t - ~ à g ,

àx =  un d t, du =s o.

Ainsi, sur un écran fixe dx =  o, on a

àt = o, dr g cosa x 
2/0

Au point de chute y  =  o, dy =  o, on trouve

X T “  g  ’

73. Définition de la gerbe balistique. — Si un canon tire un grand 
nombre de coups, dans les mômes conditions fixées, c'est-à-dire avec 
une vilesse initiale V 0 et un angle de projection a, l'observation montre 
que les points de chute couvrent une certaine longueur sur le plan hori
zontal en s'y répartissent suivant les lois de probabilité ordinaires des 
événements accidentels. Celle répartition des points de chute, qui 
implique un éparpillement des trajectoires particulières autour de la 
trajectoire moyenne, doit être rapportée à des variations accidentelles 
des deux paramètres, ou données initiales, V 0 et oc.

Dans la gerbe de trajectoires ainsi formée, on doit distinguer un 
groupe dû aux variations accidentelles dV<> et un groupe dû aux varia-
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lions accidentelles da, doni les effets s’ajouteront d’après les lois ordi
naires du calcul des probabilités.

La précision d'une bouche à feu, dans le cas du vide, sera donc 
caractérisée, par exemple, par une valeur dV0 correspondant à l'écart 
probable des vitesses et qui donne lieu à une gerbe balistique d\ () et, 
une valeur da correspondant à l'écart probable des angles de projection 
et donnant lieu à une gerbe balistique da.

Les équations qui définirent la gerbe balistique du vide (dV0, da) 
sont celles qui viennent d'ètre établies ci-dessus (système I).

Étudions, par exemple, l’allure de ces gerbes en considérant leur inter
section avec un écran vertical que nous supposerons se déplaçant 
suivant l’axe des le long de la trajectoire moyenne.

Le système (II ) (tir à l’écran), en y remplaçant t par deviendra :

COS® T

à\\ ( *igx \
■ ( <-- T T  g /

ÔOL
co s5 a ’

x  . dn
t t  sm a----— >V0 cos® a«o \ 0

, s jt* dV(t / s x  \ da
ày =  1—r  tî— H W * — W  tanga) — -  u i V, ' V§ ° /  cos2c
du ss= cosa dV0 — V0 sina da,

dw =  ( sina-f- -rrr—— )dV04 - ( V0cos*a -  
V vgcosa / V

££
Vo s in a  ,

da
co s2 a

Gerbe balistique dV0. — On a
gx% dV(
HT T

Fig. 85.

Donc la hauteur ou épaisseur de la gerbe croît comme le carré de la 
distance de l’ccran à la bouche ou encore comme l’abaissement y  du
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points; on sait que les tangentes à toutes les trajectoires de la gerbe 
concourent en un môme point de la tangente initiale. L'épaisseur mini
mum dN de la gerbe au point xy  est comptée suivant la normale ; 
c'est dN == dy cos7 i 71, 6° ».

Gerbe balistique da. — On a

V?
tangy ) 03

eos**

La gerbe da présente un point où toutes les trajectoires de cette gerbe 
convergent; c’est le point x t =  ^ 2-cota qui n'est autre que le point de 

contact de la trajectoire a avec la parabole de sécurité < 3 9 ).
En amont de ce point x l% la trajectoire ( a-f- dy. i est au-dessus de la 

trajectoire a ; elle est au-dessous en aval. L ’épaisseur verticale ày de 

la gerbe présente un maximum au point x m̂ defini par - ^  * =  o, ce

qui donne x m =  — .1 2
La courbe (x,dy) est une parabole à axe vertical dont la tangente a 

l'origine a pour coefficient angulaire Q0*icL*

Théorème. - - Il existe une verticale xx que toutes les trajectoires

Fig. 8G.

de la gerbe da traversent sous la même inclinaison t. La première 

équation du n" 71 (I) donne, en effet, dc =  o, si i= ? ^ s in œ ; et,
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comme x  =  il vient
\ 2_Lii■ cota

C'est le point x m déjà détermine, où dv est maximum. 
Comme on a

g ttan g T  =  t a n g a  —  2 - ,
«o

y
il viendra, en prenant t =  sin a, la valeur

ta n  g t =  t a n g a ------------ ---------=  —  c o t2 a .
s  °  *2 b in a  cos a

Donc
'IZ — 'Z ~  -  , 

2
d'où t  — 2 a ----- -

2

Au point x l: on aT| =  ^ — a: la tangente est perpendiculaire sur la 

tangente initiale ; l'ouverture angulaire de la gerbe au point x qui a 

pour expression ^  ^ . est

drzl =  tang* a da.

T héorème. -f— II existe une verticale x w que toutes les trajectoires
de la gerbe da traversent avec la même vitesse verticale w.

*

On a [71 (I)] pour ce point

t —

Donc

V0 cos8 g 
g  sin a

= - f
cos*a 

g  sin a

73. Intersection de deux trajectoires voisines. — Gomme autre 
exemple, cherchons l'intersection de deux trajectoires voisines (V 0,a) et 
(V 0 4 -dV0, oc +  dcO. Faisons donc, dans le système (1) du n° 71, 
dx =  dy —  o, il viendra :

àx   ̂ g à t  g t  dV0 /  g t  s in a \  da 
cos** u 0 *  «o V0 Vo /c o s 2a

— u 0 à t =  t  cosadVo— V oisinada,
— (Vo sin a — g t ) à t  =  t  sina dV0-f- V0* sin a da, 

d u  =  cosa dVo— V0 sina da,

d’où l’on tire, des deux du milieu, en éliminant dt :

g t  sïnadVo-h Vo cosada— =t ang — .........  . .i ,
Mo cosa dVo— V0 sina da
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OU
\ 2
y / tl Tc u s a  ----- j — \  „ sin xOX

Ce lemps t définit le second point d'intersection des deux trajectoires. 
Il n'est positif que si ^  <  V 0tanga.

On a ï  =  u0t pour l ’abscisse du point de rencontre, c'esl-a-dire

X  :
V ?___
s /à\u

i° La rencontre se fait au point de chute, si Ton a 

aV g sin a  cos a V» ’ o
g

c’est-à-dire
6 ( i ï ) - x“ tangs

âV0 _  a s in 2 a —  i 
Vo^a ~~~ 2 sm a  c o sa

=  — c o t s a .

Elle se fera au sommet si
d\\ 

V0 d*
— — c o ta .

Le point de rencontre se fait sur la parabole de sécurité si (~ =  si 

"ET <  °5 le point de rencontre est en amont du précédent; si

o < ^ i <,an«a’
le point de rencontre est en aval de ce même point.

2® Au point de rencontre des deux trajectoires, le projectile, qui 
parcourt la trajectoire (Vo +  dV0,), (a +  à et), aura une avance

*  = *(“  + tansad“) = “  * [ { % cosa "  v*sin“] vÆ f; '

d’où, en remplaçant t par sa valeur au point commun :

g  cos a

La différence des inclinaisons au point de rencontre se calculera à 
l’aide de la première équation. On trouve
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On peut trousrv aisément le lieu de> points de rencontre de deux
1 'o\ 1 '

trajectoires, dans la famille \ 0 eonst. const. j  en éliminant tanga

entre les deux équations

x
va > »
g

i
e t

ex*j- =a x  tanga — (i +  tang>a).
2 v 5

On trouve la parabole 

v

Pour dVo =  o, oïl a la parabole de sécurité.

4° Fauchage vertical. — Soit la tangente à l ’origine (canon d’une 
mitrailleuse) animée d’une petite vitesse sinusoïdale, telle que 
da =  A  sin mt.

La forme instantanée de la trajectoire, lieu actuel de toutes les balles, 
est donnée par la formule

p 3 \ x  [  g x  \  .v  =  x  tanga — 2—  ------( i — 2-—tanga ) n n n it ,
^  °  ï u l  co s2 a \  VJ 9 J

qu’on obtient en éliminant da entre

x  =  V0f cos(a +- da), y  V0t sin ( a -h da)— -  gt1, da =  Asinml.
2

V-II existe un point immobile x  =  *— cota, où passent toutes les balles.ft
Au point de chute, on a

X = Vjj sma«
g

( i +  aA cotaa s in m * )-

La zone battue par le fauchage est donc égale à

y*
4ÀXroti?a ou i A — cos aa.

g

Si l’on suppose que la vitesse de l’extrémité du canon de la mitrailleuse, 
due au fauchage, qui est delà forme A  Im cos mt (/ longueur du canon), 
n’est pas très petite par rapport à la vitesse initiale des balles V 0, il en

A Imrésulte un angle de relèvement dcLzzz— — cos mt qui viendra s’ajouter 

au précédent, de sorte que l’équation de la trajectoire sera

y  = x tanga -  f j f  +  ^  (*“  ^  tanga) (sinm* +  ~  cos »*).
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5° Problèmes. — En deux points correspondants* < dy\ dt —  o. etc. )

de deux trajectoires ta, Y 0i et t x d x ,  V 0 -{-dV0 » on mène les tan
gentes : lieu de leurs points d'intersection.

Même problème pour les normales.
6° On peut encore résoudre le même problème en partant de l'équa

tion de la trajectoire en coordonnées polaire» i 29)

X *= xVJ cosa 
g  cos2 a sm( a — s

On trouve que le site ou se fait la rencontre des deux trajectoires 
(V 0, a) et ( V 0 +  dV0, a -+- dx) est défini par la relation

c o t( a -* )  =  t a n g a - ^ ( ^ ) .

7*4. Applications. —  i° Le problème du réglage des lignes de mire 
à bord. —  Un canon de bord a été étudié à terre, dans le polygone 
d’expériences, et sa table de tir (X, x) a été calculée avec exactitude. On 
le met à bord et, par suite de l'installation sur un affût marin et dans 
une tourelle, ses conditions balistiques initiales changent : un angle de 
relèvement inconnu dx affecte toutes les inclinaisons. D’auire part, la 
vitesse initiale V 0, qui a servi pour établir les tables, n’est pas exactement 
réalisée le jour de l’épreuve; une différence dY0 inconnue existe.

On se propose, par des tirs en mer, où l’on relèvera avec exactitude 
les portées, de déterminer cet angle de relèvement dx et cet écart de 
vitesse dV0.

On partira de la formule différentielle du point de chute (28) :

2  VJ /  . dV0 , \àX =  — - [ sinaa -r?----hcosaada);
g \ V0 /

dX représente la différence observée expérimentalement entre la portée 
en mer et la portée inscrite dans la table de tir.

On voit tout d’abord que, si la mesure de dX pouvait être faite avec une 
égale précision, quelle que soit la distance, il faudrait tirer sous de très 
petits angles pour éliminer l'angle de relèvement dx serait ainsi

mieux déterminé.
Ecrivons l’équation

s in s a ^ — ^  -4- cosxa d x  =  — y dX.

Supposons que l’on considère des valeurs de dX constantes ; prenons deux
ilp. charbonnier, tome r.
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dX
axes rectangulaires, s u r  lesquel» nous porterons les valeurs gt_da; 
dans ce système tl'axcs. l 'é q u a t io n  precedente représente une droite dont 

l'inclinaison »ur l'axe v̂A est —  a a.

Fig. 8 7 .

Si dX reste constant, ces droites, lorsque a varie, admettent une 
enveloppe qu’on obtient en dérivant l'équation de la droite par 
rapport à a et éliminant a enLre les deux équations ; on obtient ainsi la 
circonférence

Supposons donc qu’on ait tracé une série de circonférences corres
pondant a des valeurs de d\  croissantes 5o“ , ioom, 5 o o meta;yanLpoiir

rayons dX*
Sous l’angle a,, on a obtenu une valeur (dX)< = aS o m. On mène un 

rayon faisant avec la verticale un angle 2 a, puis la tangente T, T  à la 
circonférence (dX), eSo®.

Sous l'angle as, pour une valeur (dX )3 =  3 5o” , la même construction 
donne la droite T aT. L ’intersection T, par ses coordonnées, donne le»

valeurs des inconnues —  et dx.
» 0

Si l’on fait état de plus de deux tirs, toutes les droites T ,, T 3, . . . ,  T« 
concourent au même point T. Le lieu des points T (, T a, . . . ,  T„ est une 
circonférence de diamètre OT. Les circonférences de la figure doivent
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être supposées complétés, pour pouvoir se prêter à la solution dans le cas 
de d \  négatif.

2° Visée d'arrière de la trajectoire (Capitaine Valentin), — Si Ton 
se place derrière l’origine de la trajectoire en A, par exemple sur le plan 
horizontal de l’origine O, on peut mener à la trajectoire une tan
gente AM, qui est inclinée d’un angle t.

Si, du point A , on pointe une lunette dans la direction AM, grâce à la 
propriété de maximum en M, l'image du projectile se déplacera lente
ment dans le champ, et il sera aisé, à chaque coup de canon, de déter
miner la graduation micrométrique à laquelle correspond le point M.

Cette propriété optique permettrait, en plaçant des lunettes en des

Fig. 89.

points A  assez nombreux* de déterminer la trajectoire par un certain 
nombre de ses tangentes. Le point A  peut d’ailleurs être placé à une 
altitude quelconque au-dessus de l’origine.

a. Mais, bornons-nous actuellement au cas d’un poste unique A dans
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le plan horizontal de l’origine, et cherchons quelle variation dr de 
l'angle en À correspondra à des variations dV<> et da de la vitesse ini
tiale V 0 et de l’angle de projection a.

Le point X est défini par la relation

d’où l’on déduit
r  =

y
sinx cosx

( a r - n a )  ta n g x , 

d z ^ z d y  —  èx  ta n g -r *

pour exprimer la condition que la tangente passe toujours par le 
point A .

On formera dy^- dx tangv, d'après les formules générales du n° 71 
(système I). On voit que dt disparaît, et il reste

, V o is in  t f  . , . û>Vo , . , 1
ot =3 -------------  s in ( a  —  z) -p— h c o s ( a  — x)<?a

y L vo J
ou encore

, sinax T . . . dV0 , N . 1
sin(aH -x) L V0 '  ]

Ainsi (dT)Vo, nul à l’origine, est encore nul au sommet ; il y a donc une 
position optimum pour l’observateur; (dx)*, à l’origine, part de la va
leur da et est nul au sommet.

b. Même problème pour un point de visée B situé sur l’axe des y .

Trouver le maximum de (d? )v# et de (dx)*; dans ce cas •

c. Démontrer que si est l ’abscisse du point de contact M de la 
tangente menée à la trajectoire du point A, en désignant la portée par OP, 
on a

AM* =  AO. AP.

3° Problème. — Une fusée parfaite éclatq au bout d’un temps L. On 
observe les coordonnées relatives ( dx1 dy) du point d’éclatement 
réel sur la trajectoire (a +  da, V 0 +  dV0) et du point d’éclatement 
correspondant à la durée t sur la trajectoire (a,V0).

Trouver da et dV0 (formule du n° 71, 4°î ài ~  o).
On a

=  (dx +  ày  t a n g a ) ,

1 ss —  (ùj — dxlanga).
co s2a x  w  & 1

5° Réglage par coups fusants hauts. — Une trajectoire (V0, a)
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passe par le but P, situe ù la porter X  sur l'horizontale «le la bouche. 
On détermine, sur cette trajectoire, par c«>ups fusants hauts, un cer
tain point M de coordonnées polaires 7 et \<y. Le lendemain, on règle 
le tir sur ce point M. Mais la vitesse initiale est devenue V 0-t-dV0. 
Quelle erreur dX commet-on sur la portée X ?

Réponse :
d\ _  <A’0 ______ *ing______\  V'o t a n g a  cos( — 7 j

7o. L ’écart moyen en portée. — Les écarts moyens en portée E* ne 
peuvent, dans le \ide, provenir que des deux écarts moyens des vitesses 
initiales Ev§ et des angles de projection Eai le premier qui caractérise le 
lot de poudre employé et, le second, la régularité du départ du projec
tile hors du canon.

On a la formule générale

Fig. 90.

%

I I
%

0► i
m

On peut étudier l’allure de la fonction Ex quand Tangle de projection 
varie, puisque l’on connaît l’expression de

dX , ,  sinaa
w 0 = *h —

, dX , .  e t de —  = 4 ̂  cos 217.dot
On a donc

ce qui, en fonction de la portée X =  a h sin 2 x, s’écrira

(§)*•*■ (“•"“ v ï ) ( n )  ~ Eâ*
. 4

La courbe (Ex? X.) est un arc d’ellipse ou un arc d’hyperbole suivant
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le signe du coefficient de

(à)'
On étudierait, de la même façon, l'écart moyen ET des durées de trajet, 

par la formule
( f ^ ) *  = E ? . ^ + E l cos*aV 2y 0

ou

C’est la même courbe que celle des écarts moyens en portée.

76. Les ellipses d’éclatement des shrapnels. — i° Dans le tir fusant, 
où un mécanisme fait éclater le projectile au bout d’un certain temps 8 

après le départ (fusées à temps fixé), la répartition accidentelle des 
coups, autour du point moyen d’éclatement, est réglée par trois facteurs : 
i° les erreurs accidentelles d8 sur la durée de combustion de la fusée; 
a0 les erreurs accidentelles dV0 sur la vitesse initiale V 0; 3° les erreurs 
accidentelles da sur l’angle de projection a.

Supposons d’abord d8 =  o, c’est-à-dire la fusée parfaite.
Les trajectoires (a -|- da), et ( V 0 -h dV0) forment une double gerbe et, 

sur chacune d’elles, considérée isolément, le point d’éclatement variera 
avec da et avec dV0. Nous supposons que l ’éclatement se produit au 
point de chute. »

Ainsi considéronslafamille des trajectoires V0 == const. Nous savons (46) 
que le lieu des points d’éclatement 6 =  const. est une circonférence, 
dont le centre R est situé à une distance au-dessous de l’origine et 
dont le rayon est V 0 8.

S’il s’agit du point de chute, dont l’abaissement est égal à la tan
gente au lieu des points Ô =  const. est la perpendiculaire PQ à la 
tangente initiale OT, menée par le point de chute P.

D ’autre part, nous savons (57, 4°) que, dans la famille a =  const., 
lorsque V 0 varie, le lieu des points d’éclatement est une parallèle à la 
tangente initiale ; c’est donc PR.

Si maintenant dV0 et da sont les limites extrêmes comprenant, par 
exemple, ^  des coups, les trajectoires limites dV0 et da interceptent 
respectivement sur PR et PQ des longueurs limites ZVo et /a. Et, si ces 
deux causes d’erreurs se produisent simultanément, ~  des points d’écla
tement se trouveront à l’intérieur d’une ellipse ayant les deux directions 
rectangulaires Za et ZVo pour axes. C ’est Vellipse d7éclatement. De la
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grandeur de cette ellipse dépendent la précision du tir fusant et la facilité 
du réglage.

On calculera ainsi qu’il suit les longueurs lx et ZVtt*
On considère les deux trajectoires a et (a +  da) auxquelles corres-

Fig. 92.

f  p ’

pond une variation de portée (dX)a, et, dans le triangle PP'/«, oit a

Mais

Donc

U _(dX)*
sina cos 2a*

(aX)a =s — àa. =  4^(cos2a — sin2a)<?a. v ' tangaa

l a=z 4 A s in a  <?a.

Pour h ,  on trouve et, puisquesm a sm 2a# 7 r ^
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il\ ient
I fl 0lY, — i h  a i n* y - f

Si. maintenant, on introduit l'erreur accidentelle d6 de la durée de 
combustion, cette erreur déplacera le point d’éclatement sur la trajec
toire moyenne du faisceau ^a +  dx, V0 +  dVa), c'est-à-dire sur la 
tangente au point de chute. Soit /a la longueur couverte sur la trajec
toire par l’effet de l’erreur dû.

Dans l'ellipse /a et f>n, on considérera la direction de la trajectoire 
moyenne comme un diamètre de longueur L. L’ellipse d’éclatement 
résultant des trois erreurs (doc, dV0, d9) (ellipse II), aura pour diamètres 
conjugués : i u sur la tangente au point de chute y/Ls- t - ; a* l’autre 
diamètre conjugué de l'ellipse (I) (fV|>, /«)•

a” Mais, toutes les fusées ne sont pas basées sur le principe d’un fonc
tionnement au bout d'un temps 6, comme sont les fusées à combustion

ou les fusées à rotation qui éclatent au bout d'un nombre donné de révo
lutions du projectile dans l’air. Il existe d’autres espèces de fusées qui, 
par exemple, éclatent après un certain parcours dans l’air (fusées à 
parcours fixé).

Supposons une telle fusée parfaite et cherchons si, tirée dans les 
mêmes conditions pratiques que la précédente, c’est-à-dire dV0 et da 
étant les mêmes, l’ellipse d’éclatement sera plus ramassée. La perfec
tion compatible avec l’existencegdes erreurs dV0 et da serait évidem
ment réalisée si les axes /a et Zv, avaient toujours même direction ; car 
l ’efficacité d’un tir réglé en serait considérablement accrue puisqu’on
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n’aurait plus à se préoccuper que d'une ligne d'éclatement au lieu d’une 
surface.

Dans ce cas, les axes lfx et /v# correspondent aux tangentes, au point 
de chute, des lieux des arcs de longueur constante dans les familles 
V 0 =  const. et a =  const.

On a, soit pour da, soit pour dY0 :

V =  <*S _  d \   ̂
s in a  sm x s i n ( y ^ i i

On en tire

Mais on a (44) 

où

On en déduit

Fig. 94.

/  1 àX. \  
COU =5 c o ta  ( —  - r r  —  l 1.

\ c o s a  aS  /

S =  4 / iÇ 2a c o s2a,

* r  d~
Ôôs*r'

dS 4 A / - > • v— s- - 2 — ( 1  — £2acos2a sina), 
àx  cos a x
dS 8
^  = ^ * c°s*a.

Combinant avec les valeurs correspondantes de
àX

da

de 4 ?r- =  f r  sina cos a, il viendra
d\ 0 Vo

COUa / c=  c o ta  f —
co s2 a  — s in 2 a

2 c o s2a  s in a

, /  s in a  \coUv0=cota(^1-;̂ - . j .

4 A cos 2 a da, et

Nous allons discuter ces valeurs.

Variations de ia. — On a

^  _ L .  _____ l
c h  cos**: __ 3T2

2

3 T*
=  1~H — ----h .  • . .



170 GH4P. III. —  LES PROBLÈMES BR TIR DANS LE VIDE.

Donc
v3

ÇjX ss T-ï-------h .. . .?

Portant dans Texpression de cot ix les valeurs, pour a voisin de zéro :

/  a* \  a* « /  a* .*ina =  a ( ! — cosa =  i — -4- . . ^ *  =  «^1 +  - + , . .  ],

on voit que cot za est de Tordre de a3 ; donc za est égala Cette forte 

multiplicité de Tangle ix relativement à a montre que cette direction se 
maintiendra longtemps sans grand changement.

Pour des valeurs croissantes de a, Tangle za est plus grand que car 

le deuxième membre de lequation qui donne cotia est négatif. Ainsi, 
pour a =  3o°, on trouve, au moyen de la table de la fonction 1§3 a, que 

=  f  +  4 ia,33.

Pour a = 7 > ona 
4

cot i % =  — cota =  — i.

La droite P Z' est dirigée suivant la tangente de la trajectoire au point 
de chute ; cette conclusion est évidente puisque, dans ce cas, la portée 
étant maximum, la trajectoire ne change pas dans le voisinage du point 
de chute quand on accroît Tangle de da; la variation de Tare dS, qui ré
sulte de la variation da,. se porte intégralement sur la trajectoire elle- 
même, qui reste immobile.

Pour =  2 c7 s3ttsiptt* nous savons (W 7 1°) que, à cette valeur, cor
respond un maximum de Tare S. Donc, pour de petites variations 
de a, la ,'porLée est modifiée, tandis que la longueur de Tare reste fixe ; 
donc la direction de lx est l'horizontale. L'angle d'arc maximum est égal 
à 56° 3o'. Le crochet ne peut s'annuler que pour a =  o.

Enfin, pour a =  on voit aisément que ia redevient égal à î-

Variations de iv\ —  On a

k. i cosa  ̂ /  sina \COtly ss s--------------------- cota ( S-------:-----I ).* Ç3acosa sina \Ç3acos2a /

Dans le voisinage de zéro, on a 1

sina __ 6 * ) ___a*
Ç3acos*a



par suite.

L K  G E R B E  B ILE STIQ L’ E . IJ*

C O U y 0 =  O.

Donc iVo a pour \aleur initiale Le crochet s'annule pour

sin  a  
cos* a ’

qui n’a pas d’autre solution que 7 =  o.
L'angle iv# n'a que de très faibles variations. Il admet un minimum 

correspondant à l ’équation
ç  s in a  y/4 H- s in ^ a  — s in * a

qui est satisfaite pour une valeur a très voisine de fio°. Pour cette valeur, 
iy9 est égal à 7 6 ° 24*-

Donc zVo, partant de descend jusqu'à cette valeur et remonte ensuite 

jusqu’à pour a =  -•

Résumé. — Ainsi donc, tant qu'on s’en tiendra aux angles de pro-

Fig. 95.

Ellipse des éclatements. 

A parcours fixé. À durée fixée.

jectïon a assez faibles, l’ellipse d’éclalcment d’une fusée à parcours fixé 

aura ses deux i diamètres conjugués presque confondus. Pour a =  ~>
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l'écartement des diamètres serait de 58°. Ils deviennent perpendiculaires 
pour un angle compris entre 45° et o(j'\3o.

Par suite, il y  aura avantage à employer une fusée à parcours fixé 
plutôt qu'une fusée ù temps, et cet avantage sera surtout important 
quand on n'emploiera que de petits angles de projection.

Remarques. — i° On peut imaginer des fusées dont le fonctionne
ment dépende d'autres sortes de mécanismes, plus ou moins compliqués, 
qui lieront leur éclatement à telles ou telles variables de la trajectoire 
ou du mouvement : par exemple des fusées fonctionnant à une altitude^ 
fixée, des fusées fonctionnant à une vitesse restante v fixée, des fusées 
fonctionnant à une inclinaison t fixée, etc.

Les ellipses d'éclatement correspondant à ces diverses fusées pour
ront être étudiées d'après les mêmes principes que les deux que nous 
avons prises .comme exemple.

2° Les formules données au n°l pour le calcul au point de chute des 
deux axes /V| et /a sont des cas particuliers de celles qu’il est aisé d’éta
blir pour un point quelconque de la trajectoire. On a, en effet, d’après 
les formules du n° 71 (dt =  o), les expressions

*v0= K x dV0 
cosa V0 9 /«=  K' x

cosa dx.

La surface de l’ellipse d’éclatement est donc proportionnelle à 
c’est-à-dire au carré du temps.

III. -  LE TIR D’ALTITUDE.

77. Problème du tir d’altitude. —  Étant donnée la position du but, dé
fini soit par ses coordonnées (ar*,^), soit par son site a- et sa distance 
lëlémétrée X ff, on a donné la formule qui permet, dans le cas de la 
famille V #=:consl., de calculer Yangle de projection a sous lequel 
le projectile tiré atteindra le but (53).

Si, au point de vue théorique, le problème paraît dès lors se borner à 
l’étude des meilleurs procédés à employer pour la transformation des 
formules rigoureuses en tables ou en abaques usuels, il se présente 
sous une forme différente quand on considère l’application pratique au 
pointage des bouches à feu.

En effet, le tir sur but élevé, surtout si ce but'est en mouvement, 
exige, en pratique, que l’on dirige sur l’objectif une ligne visuelle avec
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laquelle on le suit constamment. C'est par rapport a cette ligne Je site 
matérialisée que l’on donne une inclinaison au canon, qui est Y angle y 
de la hausse.

Uangle de hausse. tel que y =  :r—  y. est, évidemment, connu par 
la même formule que celle qui donne l'angle de projection. Mais, pour 
le réaliser matériellement, il faut soit des appareils de pointage a cames 
ou à abaques d'un maniement délicat, soit des calculs plus ou moins 
compliqués, souvent incompatibles a\ee la rapidité nécessaire dans ce 
genre de tir.

Aussi, de nombreux essais ont-ils été faits pour simplifier le problème 
et le rendre pratique ; les plus naturels ont consisté dans remploi du tir 
à la hausse, plus ou moins modifié, en vue du tir sur but élevé.

La hausse est graduée pour donner l'angle de projection ait qui permet 
d’atteindre un but, en tous points du site o. C'est, en général, la seule 
donnée qui figure dans les Tables de tir et, pour l'extension au tir dans 
les autres sites, c'est souvent la seule donnée expérimentale que l'on 
possède. Existe-tr-il un procédé simple permettant de déduire de a0 ( site o) 
l'angle a (site a*)? Tel est le problème pratique qu'il serait intéressant de 
résoudre, et, pour pouvoir en faire l'application et l’extension au cas de 
l'air, il est nécessaire d'étudier la valeur de ce procédé dans le cas du 
vide, où la solution rigoureuse peut être obtenue assez facilement.

Tout cet ensemble de problèmes, d'un caractère pratique, a été reuni 
dans ce paragraphe sous la dénomination de Tir d'altitude.

78. Tir à hausse fixe* —  Pour pointer, par le procédé ordinaire, les 
canons à la hausse, on opère comme suit : Soit M le but, à la distance 
OM =  D de l ’origine, vu de l’origine O sous Yangle de site tel que

*“ 8 ' “ S *
Voulant atteindre le point M, on tirera sous Vangle a =  a0 4 - a-, 

l’angle a„ étant celui qui permettrait d ’atteindre le point M0 situé 
à la distance horizontale D sur l’axe des x.

La hausse constante est donc, dans ce cas, y =  a0.
On a donné (o3) la formule qui permet de calculer le véritable 

angle a à employer pour atteindre le point M, à savoir :

La discussion qui suit, et qui porte sur l’étude de la différence 
[ a _(x0-j-tr) ] permet de se rendre compte dans quel cas l'emploi du
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tir à la hausse sera légitime : le commandant Mannheim, le général 
Percin, le capitaine Perrin ont contribué à la solution du problème qui 
nous occupe.

Fig. 96.

i° Supposons que le but se déplace sur une circonférence de centre O 
et de rayon D. Il est vu ainsi, successi\ement, sous des angles de site <r,

T* 3qui varieront de zéro à — pour les angles positifs, de à a *  pour les 

angles négatifs (53).
U  angle de projection donné par la hausse, pour chaque position du 

but, est (ao+o-). Nous allons chercher le lieu des points de chute N de 
chaque trajectoire (a0+  <r) sur la ligne de site correspondante c.

Ce lieu sera dit ligne d’égale hausse ou, suivant le langage courant, 
à'équi-haussp.

A  cet effet, il suffira d’éliminer <r entre l’équation de la ligne de 
site y  =  x  tang a et l'équation de la trajectoire (a0+  <r) :

«pi
y  =  x  t a n g ( a 0 -+- cr) — —7-------------------- -C03̂ (#o-r IT)

On obtient aisément la formule

Donc la ligne d ’équi-hausse est la trajectoire conjuguée de la tra
jectoire a0 (41).

Ce théorème résulte géométriquement de la propriété démontrée au 
n° 50 (a0). Les deux angles y, de la ligne de projection avec la lignc*,de 
site, et y* de la verticale avec la tangente à l’origine de la trajectoire 
conjuguée, sont égaux. Le premier de ces deux angles restant constant 
dans le tir à la hausse, le second définit la trajectoire conjuguée comme 
lieu des points de chute sur la ligne de site.
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*a °  Quand on visera le point M, Terreur commise sera la distance MX. 
Pour discuter cette erreur, cherchons l'intersection de la parabole, heu 
des points N, et du cercle x 2 -r-v2 =  4 A2 sin*-2 x(r.

En coordonnées polaires \ ff et s, la parabole s'écrit 2̂9 j

et le cercle

v . , sin a0 cos(a0-4-<y ’ 
=  4 « *— 1 '"T....  9COS20

D = 2 h sin29t0.

On aura, pour déterminer les valeurs s* de rencontre des deux courhes 
( =  D), l'équation

c o s a 0 cos*ff=r c o sfao -t-  a).

Cette équation peut se mettre sous d'autres formes, par exemple :

tangoto =  cos<r t a n g -  > t a n g a 0 tan g ff  =  c<>s0,

tan g a o  =  s in a  — t a n g - ,  c o s ’ o- — cos20 ■+- cost  ia n g * a 0-f- ta n g s au =  o .

En prenant sous la forme équivalente

X,j =  ï h  sinato 1 —  tangor t a n g a
C05 0 ’

on arrive, enfin, à une autre forme d'équation déterminant ar :

ta n g s <r —
2 tanguer 
t a n g a 0

n - t a n g 2a 0 2
---------- r2-----t a n g a ----------------

ta n g 2a„ 0 t a n g a 0

(équation du commandant Mannheim),
Cette équation détermine trois points de rencontre M{, Ma el M;ï.

3° Pour discuter les conditions de réalité des racines, cherchons pour 
quelle valeur a0 de a0 deux points de rencontre M| et M2 coïncident; 
les racines seront cr12 et o-3, la racine «r(2 étant doublel On aura

(cosa — c o s 18) 2( c o s <j  — cos03) =  o.

En développant et identifiant avec l’équation du troisième degré en 
coso-, il viendra

2 cosaiaH- co*03— 1, 
cos2 012-1-2 cos 012 cos03=  tang2a'0î 

— cos03 cos2012= tang*aj.

De ces trois équations, à trois inconnues <r<2, cr3, a'0, on déduit

— 1 \/5
COS0t2= ----- ------ '
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d'où :rJ2 =  5i° U) 3ST (points Mi et M2 réunis);

cos «73 =  •>. — A

d’où <r% =  76° 20 ' 44" (point Ms correspondant à la racine double) ; 

d’où a'a =  i6 ° 4 2 ' 5 1" (valeur de a0 correspondant à la racine double).
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4° On peut alors discuter complètement le problème.
*77

Premier cas» : xtt <  a(>. ' -  Les quatre racines sont réelle» et distinctes 
}I(„ M>, M,. I Ai sens des coup» sera alors le suivant ■

o.
Sens des coups.,

-s > V  i 
=  — o

Le Tableau suivant donne les valeurs des deux racines et ?>, pour 
diverses \aleurs de a0 : elles proviennent de la résolution de IVquatioit
du troisième degré qui donne cos 7.

= CK 3°. G* 9°. 12° 15a. 16°.
0 0 0 0 0 0 0 0

»i .......... 0 5,77 1a.11 19,01 26,47 37,10 ii,a6 > 1. ■»<>
*1.......... . 90 86,5 1 8 3 ,13  7b.ï\ 73.26 6 5 ,16 60,42. 5 i , 5i>

.......... .. 90,00 87,40 8 î , 3 i 8>.o{ 

Fig. 9® •

7 9 ^ 6 7 7 ,3 5 76,Si 76,21

La figure 98 montre comment*sont disposées les deux trajectoires 
T 1OM< cl T 2OM2, correspondant aux angles cr* et <r>.IV CIIVÏirONMIStt. rUMH I. 12
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Pour les angles de site >  ?>, la rencontre a\ec la trajectoire se tern_  \

sur la brandie M20  jusqu'à un angle île site égal à ( ^— ?«)• Pour cel

angle, le tir sera \ertical. En continuant, quand s sera >  ^— a0,

l'angle de projection paiera dans le deuxième quadrant cl la solution 
n'aura plus de «eus pour le problème posé.

Deuxième vus ; ? 0 =  3t0. - -  Les points Mj et jVL sont eoniondus : 
La trajectoire conjuguée de est tangente au cercle en A1 |M2. On a 
alors le Tableau suivant : ̂ 7ZS- — J ,

7 < 0. 0 < <7,.. >5|î 2
Sens des coups..........  h- =  — =  — 0

La trajectoire est disposée comme l'indique la figure ci-dessous.

Fig* 9 0 *

On voit comment se fait la transformation de la figure 98 en la 
figure 9 9 . C'est la trajectoire courbe T 2 OM2 qui vient se confondre avec la 
parabole d'équi-hausse, tandis que la trajectoire tendue T, QM, conserve 
son individualité. Dans le cas des deux points M ,M 2 confondus, la 
trajectoire T 2 OM,M2 est normale sur le rayon vecteur et, comme on le
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âit alors (30. j °», la trajectoire T|OM |M 3 a mui sommet au point
M.M,.

Troisième cas : a0 > a j>. —  Le-» points \Ij M.» sont imaginaires : 
La parabole 11e coupe plus la circonférence qu'aux points M„ el }I3. ce 
dernier ne convenant pas au problème.

 ̂ <o. a > e. 2 — a,‘
Sens des coups.... . . . . . . . . . . .  = — o

On peut remarquer le cas particulier de a(, =  Le tir à la hausse

fa it  tomber tous les coups sur la trajectoire a„ =  ~ elle-même.

5° a . Il y a lieu de remarquer que le point M3, situé dans le troisième 
quadrant, ne satisfait pas à l'équation a==a<,+  3-, mais à l'équation 
a =  a*—  a0.

Fig. 100.

b. Les deux trajectoires conjuguées a„ et ^ — or0y sont réciproque

ment équi-hausse. Ainsi, sur la ligne de site OM, si Ton lire avec 

l'angle de projection a +  <x0̂ , on obtiendra le point M.

6° On peut se proposer différents problèmes sur la question qui 
vient d’être traitée. Ainsi on peut chercher, quand l’angle de projection 
a0 varie, quel est, dans le plan, le lieu des points M* M2, c'est-à-dire 
des points visés qui peuvent être atteints avec la hausse (a0 +  <y).
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Il faudra, pour cela, éliminer a0 entre les deux équations 

cos* cr — cos2 ît -+- cos 7 1 ang8 a„ -+- tang2 a„ = o, 

p = a/f sin̂ ao* 

cos a sina

et

On trouve
? =  4A

I - h  C O S 7  C O S 2 ff —  C O S3 (T

Cette courbe esl tangente à l'origine aux deux axes. Elle touche la 
parabole de sécurité au point défini para,, =  ^ — ?> ce qui, en posant

X =  tang?, donne l’équation

P + P - K - 1 =  0,

d’où l’on tire » — 07°,o{ pour le site du point de contact.
Cette courbe sépare le plan en deux régions; si le but est à l’extérieur, 

entre la courbe et la parabole de sécurité, les coups tirés avec la hausse 
(a„ -f- <r) sont courts; si le but est à l’intérieur de la boucle, ils sont longs.

Fig. ior.

70 Si l’on débouche l'évent correspondant â l'a n g le  a«, les éclate
ments auront toujours lieu au-dessus de la ligne de site.

On a, en effet,
T aVa .Ta„ =  -sinsto,

O
et comme a„ =  a —  <7 , il vient

T«,= — »).

Or, la valeur qui correspond à l’éclatement sur la ligne de site est (ol, 4°) :

T  —  8Î» (g — J)
9 g COS»

•Donc, <  T„.

Rem arque. — Il existe diverses variantes du tir à hausse fixe. Daus 
le problème qui vient d’étre examiné, on suppose que le but se déplace
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sur une circonférence dei\v\on 1) et Ton choisit la constante de 
manière A faire coïncider la portée calculée et la portée \raie pour
7 — O.

On peul choisir, au lieu de au, l'angle de projection Xj. tel que la 
portée (ff =  ô  correspondant à xr soit égale à l'abscisse du Lui. Celui- 
ci se déplacera donc, si ccc=  eonst., sur une verticale. Celle-ci sera 
constamment, pour s ^ o ,  à l'extérieur de la parabole équi-liatissc. 
L’approximation de ce procédé est inférieure à celle du precedent.

On pourrait choisir la constante en prenant l'angle correspondant à 
eonst. ; le but se déplacerait sur une circonférence avant Dpour 

diamètre horizontal, etc.

79. La rigidité de la trajectoire. — Nous avons vu que le pointage A 
la hausse ne donnait qu’exceptionnellement au canon l'angle de pro
jection exact pour atteindre un but de site <7, situé A la distance D du 
canon. Mais, comme l'emploi de ce tir est courant, au moins pour les 
petites valeurs de <r, il importe de discuter, dans ce cas particulier, la 
légitimité de ce mode d'opérer.

Voici comment on peut rendre tout à fait rigoureux les principes de 
ce pointage :

i° Soit une trajectoire d’angle de projection xl5 que nous appellerons

Fig. 102.

trajectoire de la hausse limite. En coordonnées polaires $9), l'équa
tion de celle trajectoire est

X<r,= 4/i
COS»t

C O S * ffi
s in ( « i—  o i).
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Prenons, d'autre part, une autre trajectoire d'angle de projection a 
inférieur à a ,, tel que a =  a, —

Son équation polaire sera .

X<7= f h COS{ —  [JL ) 

COS* CT
sin(ffi — — s),

comparons cette valeur de X ff à la valeur X^ correspondant, sur la tra
jectoire (O, à un angle tel que v =  c ,  — jjl. On aura

X-, = 4 h
cosai

COS*(<7 (Jt)
s i n f p i  —  jjl —  ff l

Pour comparer les deux valeurs X ff et X ffi, on écrira l’erreur relative 
sous la forme

Xg| — Xff __  ̂ _  co*a, cos*ff
Xfl C O S * ( f f - * -  JJL)  C O S (  V\  —  I I )

Cette erreur relative, pour s* =  oc, à l'origine, est égale à >

elle devient minimum au point de chute, c =  o, où elle prend la valeur

CO*. 7t I
cosa cosi (y l — a)* n

Pourcr =  — a,, elle prend la valeur ; pour<r =  elle
est maximum et égale à l'imité.

Imposons-nous, comme condition, que l ’erreur relative sur le rayon 
vecteur X* ne dépasse pas une certaine grandeur, par exemple 

On devra avoir
c o s a ,  co s* a

COS*( or -+- [JL) L û ' ( 7 i  — ;j )

ai ------- -
looo

Or, cette égalité serà satisfaite, a fortiori, si l ’on donne au dénomina
teur sa valeur la plus grande, qui est l’unité.

D ’autre part, l'angle de site <r varie de o à «i ou à (— «f), puisque 
l’angle #< a été pris comme limite. La plus petite valeur de cos t est donc 
cos at. La condition cherchée est ainsi

co s’ a t £ i -------—  .IOOO

L’égalité cos3 a, =  i —  définit Vangle limite de ta hausse.

La construction qui a été faite pour obtenir X? en partant de X^, cl 
qui est supposée appliquée à tous les points de la trajectoire <yt, consiste 
à attribuer même X* 4 à des valeurs (ff| — pi). Cela revient à faire pivoter



u :  t ir  n 'A L n i i ’ DE. is 's

de 1 angle u la trajectoire autour Je l'origine comme une- courbe rigide.
On dira d< me : Etant jix*>e« a priori, une certain•» approximation 

relative de la portée mesurée suivant la ligne de site î— \*  I. on 

peut déterminer un angle de projection a,, dit angle limite Je la 
hausse, auquel correspond une certaine trajectoire. Pour tous les 
angles de projection ou de site compris entre i —  a, i et \ — a,‘*. 
toutes les trajectoires ne sont que la trajectoire a, qui a pivoté 
autour de Vorigine comme une courbe rigide.

Tel est 1 énoncé correct et complet du théorème de la rigidité de la 
trajectoire, qui comporte, bien entendu, une quantité arbitraire, défi
nissant l'approximation que Ton cherche à obtenir.

a ’ De cc théorème résulte immédiatement la justification de l'emploi 
de la hausse dans les limites (m a,). En effet, le pivotement de l'arc de 
parabole OM autour de O, lorsque M Aient en M\ conserve l'angle y de

Fig io3 .

la tangente OT constant. Cet angle est l’angle de projection a0 qui cor
respond à la portée OM' égale A la distance OM du but, mesurée suivant 
la ligne de site.

3° Extension du théorème. — Le théorème de la rigidité de la 
trajectoire, qui est applicable entre (,+ a,) et (— a,) sur toute l’étendue 
des trajectoires intermédiaires, est également applicable sur certaines 
des trajectoires a > a , ,  mais non plus alors pour tous les angles de 
site o*,, e’est-à-dire sur toute l'étendue des trajectoires a.

Soit a, l ’angle limite de la hausse déterminé par la condition 
cos3 a, =  A\

Mais cette condition n:est, ainsi qu'on l'a vu, que la limite extrême de 
la condition réelle cos a cos2 a- =  A \

Donc, le théorème de la rigidité de la trajectoire est applicable sur
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toute trajectoire d’angle de projection a, jusqu'à un angle de site limite cr, 
donné par la condition

cos* Si =
CÔ SC! 
cos a

En éliminant oc. entre la relation cosac ros2ff =  k et l'équation polaire 
de^la trajectoire X ff =  \ h , on obtient l’équation de la

courbe de la hausse limite.
Fig. io$.

Cette courbe 0 H2 H| est une courbe fermée, tangente à la droite a( ; 
■ elle coupe verticalement rhorizonlale au point correspondant à la portée 
sous l'angle a, tel que cos a =  cos* a i.

Elle rencontre la trajectoire a, sur la ligne de site (— «,) et vient 
finir tangenticllement à l'origine ù la droite (,— x().

On dira donc : Le théorème de la rigidité de la trajectoire est 
•applicable en dehors des limites ( ±  a,), lorsque le point à atteindre 
se troupe à l ’intérieur d’une courbe définie, dans la fam ille des tra
jectoires V* =  const., par la relation

cos s cos* 9 — cos*at.

C'est la courbe limite d'emploi de la hausse.

4°. T héorème. — Dans les limites du tir à la hausse qui vien
nent d ’être définies, on a le droit de remplacer la trajectoire para
bolique par une circonférence bitangente, à l ’origine et au point 
de chute, à la trajectoire ctt.

En effet, l’équation de la trajectoire parabolique a, est, pour l’angle 
polaire o- :

Xi, = 4 fi cos ai 
cos* osin(a, — cr),

«t celle de la circonférence bitangente est

X|rt=s 4 fi cos ai sin(«i— a).
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En faisant la différence de ces deux rayon*» moteurs, il \ient

^ V -Xg' « i-co M » .

On a toujours la circonférence est au-dessous de la
parabole.

Imposons-nous la condition

X(74 = IOOO

comme précédemment ; on en déduit,  ̂ a
CO S2 (7 -  i --------------- ?IOOO

c'est-à-dire cos2 <7 2; cos3 a,. Or si l'on a, d’après le théorème précédent 
cos a cos2<r̂  cos3 ocu on aura, a fortiori :

cos*<j >  c o s3«i

Donc, dans tous les cas où le théorème de la rigidité de la trajectoire 
est applicable, la courbe pivotante peut être considérée comme une 
circonférence bitangente, à l’origine et au point de chute, à Tune des 
trajectoires de la famille V0 =  const.

Remarques, — I. Le rayon p4 du cercle substitué à la trajectoire est

Fig. io5 .

— Entre les flèches Y , de la trajectoire el du cercle, on a 
2 un a *
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\  a X tang3îY, -  ’i i -  -  tanga tang*- =  ----------
tang*-

ou, encore, en remplaçant \  par —  sin 20c, il vient
§

ou encore

VI «
Ys — V s =  2  - s i n 4-?

if *

y ,— y ; *
----rr— - =  t a n g * - '

Pour a =  15°, la différence — Y '=  y  tang a tang2- n’est que Je4 2
—̂̂ (rigoureusement : 0,00116 Y).

II. La trajectoire a =  o, qui esty  =  — étant supposée rigide, 
donne naissance, sous l'angle a, à la trajectoire

a? sina — y  cosa =  -S—, cosa - \ - y  sina)*. 
2 > s

La portée Xr est
X,. = 2 V3 sina

g  cos^a cos8a

5° Étant données les Tables de tir d’une bouche à feu, c’est-à-dire, 
en particulier, la relation (X,a) entre les portées X et les angles de 
projection oc, relation qu’on peul déterminer expérimentalement, le

Fig. 1 0G.

théorème de la rigidité de la trajectoire permet de construire, point par 
point, la trajectoire complète du projectile, correspondant à un angle 
de projection a quelconque.



LE TIR DALTITUDE. 1>J

En effet, pour les valeurs corrélatives t \ (M a0) prises dans la table, on 
obtiendra le point M0 de la trajectoire a, en décrivant de O une circon
férence de rayon X(J et en prenant M0 X0 =  arc » =  ?.

(i° Suit un point Mt de site t, de la trajectoire ?. Pour amener le 
point M sur la trajectoire a +  dx, démontrer qu'il faut faire tourner le 
site d’un angle do* donné par la formule

*r =
1 -r- tan g T  t a n g a

Discuter cette formule.

8 0 . Les courbes des hausses. — Après a\oir examiné le cas où le 
problème du tir d'altitude peut recevoir une solution mécanique d'une 
extrême simplicité, et reconnu qu’elle n’était admissible que dans des 
cas très particuliers, il importe de discuter quelques exemples, où le pro
blème recevra sa solution rigoureuse.

Celle-ci s’appuie sur la relation (29  ) :

(1 } a  VJ c o s3 a  
g  cosar

( t a n g a  —  t a n g  y;,

et nous nous proposons, comme type de discussion de ce genre de pro
blèmes, de donner des détails sur l’abaque que l’on construirait si l’on 
cherchait a représenter, pour une distance télémétrée X ç, la variation 
de Y angle de projection xel de Y angle de site or. Les tables ou abaques 
de ce genre qui ont été établis prenant plus volontiers pour variable 
Vangle de hausse y =  a —  or, c’est cet angle que nous adopterons dans 
ce qui va suivre.

Nous poserons
g  X(j *.2—H — sin2a0= h.V 0

L’angle a0 sera donc l'angle de projection qui correspond à la 
portée X* sur le plan horizontal dans le site zéro.

Mais comme, pour les angles de site négatifs ^r> fl11* esL

la distance du but, peut être plus grande que la portée maximum 
correspondant à sin aa0 =  1, il faut considérer K =  sinaa0, non comme 
un sinus, mais comme un simple paramètre pouvant prendre toutes les 
valeurs positives depuis zéro jusqu’à l’infini.

L’équation (1) devient alors

coscrs i n a a o t a n g * «  — 2 t a n g a  +• coscr s in a ao -H  a  t a n g a  =0,
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ou, en introduisant Y angle de hausse y = a —  cr, d’après la formule 

tanga =  — V ïL zl-üff- l , il \iendra, pour Texpre^ion de Tangle de 

hausse, l'équation du second degré :

asinar
cos2ff sin *2 yu tang3 y sm2a0cos9

langy 4- ï =  o.

On sait que cette équation, comme l’équation en a (83, i°), admettra 
deux racines y* et y2, telles que y, +  y2+  <7 =  qui pourront se con- 

fondre, à la limite, en une seule y f2, qui sera telle que

-  =  7 m

La solution do l’équation du second degré donne

m 1 dz i/i — asm a 5inaa0— cosSasm^asot a n g v = ------ ---------------------------- ----------------------------
0 1  a tange -i- c o s œ  smaa«

Getle équation permet de résoudre complètement le problème. 
L'abaque sc présente sous la forme de la figure ci-dessous.

Pour a0 >  r5° ^correspondant à Xer>  ou les courbes,

Fig. 107.

qui partent de <r =  —  ̂et y =  7t et aboutissent au point cr:
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et y =  o, présentent une tangente \ertieale sur la droih*

Quand a0 ^ i5°, elles passent toutes par le point r =  ^  une brandie

allant de v = —  - à<7 =  - , l'antre de c* =  -  a =  t:.
2 2  2 *

Autre problème. —  Dans le tir dW/o/* eonlre le sol, une question 
analogue se pose : Quelle est, à  altitude constante, \ 0, la relation 
entre cl et y  1  

On trouve
tangY( tanga — tangyt ffY»
„ t i-b  tanga tangyj- ~” a\r>

81. Méthode de Saintofcobert. — i° Considérons l'angle de projection 
inconnu a auquel correspondent, sur la ligne de site une portée 
X <T=  OB', un éloignement z == OA' et un abaissement y =  A'B\ 

Appliquons le théorème de rabaissement constant (45). Considérons

Fig. io$.

A

donc la trajectoire d’angle ai qui admet le même abaissement y et dont 
la portée est OB.

Dans le triangle A 'O B ', on écrira

y — sjn(g — <r) _  sin(a — or)̂
z -” cos«r cosa

D ’autre part, dans le triangle ÀBO, on a

y =  z sin«i=î Xi'tangai
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On en déduit les deux équations

 ̂ sim ar -  ‘'inaicosï,
n i  *. - cos yI \<r= Xi tangxi ------------•f * 0 sim» — a)

Mais X! et LangXi ne sont pas indépendants, et sont ici supposés 
liés par la correspondance de la Table de tir, qui peut être purement 
expérimentale; si Ton suppose la relation X , =  ‘*/isinaal du vide, en 
éliminant Xj et at entre les trois équations, on retrouve l'équation 
polaire de la trajectoire (29 ).

Mais les deux relations ( 1 ) seules supposent seulement (pie le théo
rème de rabaissement constant est applicable, sans qu’il soit spécifié 
que c'est dans le vide; c’est-à-dire qu’on suppose simplement qu'on 
connaît une relation X, =  <p(a, ).

Donc, Y angle'de site a* étant connu, et la distance du but X ff étant 
mesurée par un télémètre, on pourra éliminer a, et entre ces trois 
relations et, par suite, on pourra déduire de la Table de tir de l'arme 
une table à double entrée (X*, 7 ), donnant l'angle de projection a (ou 
la hausse) à employer pour atteindre le but.

Cette solution du problème du tir sur but élevé a été indiquée par 
de Saint-Robert; elle a donné lieu à rétablissement de Tables numé
riques calculées par von Burgsdorff pou rie tir du fusil contre les ballons.

82. Hausse verticale.— i° Il est possible d’obtenir mécaniquement le 
pointage d'une bouche à feu d’après la règle du théorème de l’abaisse
ment constant, par l’emploi de la hausse verticale.

La hausse P ,Q 4 ou PQ {jflg. 1 0 8) étant maintenue verticalement au 
lieu d’être fixée perpendiculairement à l’arme OQ< ou OQ, on a, par 
hypothèse, PQ ==P4Q ,. La similitude des grands et petits triangles 
de la figure montre que ce procédé réalise le théorème de l ’abaisse
ment constant.

Mais le problème pratique n'est pas résolu ; car ce que l'on connaît, 
par le télémètre, par exemple, c’est la distance X ff= O B ', et ce qu’il est 
nécessaire de connaître, c’est l'angle 0̂ , c’est-à-dire la distance OB. On 
sera donc obligé, quand même, d’avoir recours à la table dont il est 
question ci-dessus.

Si cependant (a — *) et a, sont très petits, on a sensiblement 
OB =  OB' et -l’on peut appliquer à ce cas le principe de la hausse 
verticale.

a0 Mais si l’on veut discuter, dans toute sa généralité, le problème de
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1 emploi de lu hausse verticale, il faut procéder rumine au ii° 78 pour 
le tir à hausse fixe.

Si le but M "*e déplacé sur une riivonlVreurr OPQ rie rayon

Fitf ray.

OP =  D, le lieu des points d'impact iV sur la ligne de site M I est une 
circonférence CVPQ, dont l’équation est

cr2 -H j/2 H- 8 h y s in aa w =  D-

qui n'est autre que le lieu des points d"éclatement des projectiles de 

la famille Y 0= consl. pour une durée 8 — ilü sin a  correspondant au

point de chute P de la trajectoire a0 (46 ).
Si a0 est très petit, on peut négliger le terme en sin-a0 et, par suite, 

on a sensiblement
a*2 -h y2 = DJ.

L’emploi de la hausse verticale est donc justifié dans ce cas.

83. Abaque du Capitaine Pravaz. - - a. Cherchons tout d'abord, 
lorsque l'angle de projection a varie, h» lieu du point A, éloignement 
du point de chute. En éliminant a entre l'équation de la portée 
X = /[̂  sbxacosa el l'équation de l'abaissement au point de chute 
y w =  X  tanga, on obtient la circonférence

X*H-yi = 4^y «î

la courbe (X, y(J)), courbe (1), peut d'ailleurs, dans l’air, être tracée à 
l ’aide de la Table de tir (X, a).

b. Considérons une ligne de site OE, d'angle de site <r. À  cet Le ligne 
de site cr correspond une certaine courbe OA', analogue à la circonfé-
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*ence OA relative à O x. On l'obtiendra, d'après le théorème de rabais
sement constant, en relevant la portée OX en 01, du point 0 ' tel que 
3 '0  =  y w comme centre et avec le rayon O 'X  =  O A; puis on prendra 
sur la verticale de I, la longueur IA' =  y w=  AX. La courbe est tangente, 
à l'origine, à la ligne de site or et elle coupe la verticale au point 4 h.

L'angle de projection à employer pour atteindre le point 1 , défini par 
son site <r et par la distance 01, est l’angle A '0 .r .

Un réseau de courbes A', associé au réseau de droites o*, constitue 
l'abaque du capitaine Pravaz.

c. Soit construite la courbe OA, (f ig . i io), symétrique de la courbe A 
des éloignements, par rapport à OX. C'est la courbe des angles de 
chute; o n a w  =  A , OX. Si l'on fait la même construction relativement 
à la ligne de rite OE, c'est-à-dire si la courbe OA' est engendrée à 
partir de la courbe OA' en prenant A^I =  A 'I, ce sera également la courbe 
des angles de chute iclativement à OE. Si l’on mène 1T parallèle à 
O A ', la droite IT est la tangente au point I de la trajectoire.

Fig. no.

Comme OA cl 0A| ont les directions des vitesses horizontale et 
restante et sont égales, le troisième côté A A , représente la vitesse ver-
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licale qui, composée a\ec OA*, donne la vitesse restante OAf , iîi. V
Transportant a l'angle de site cr, la longueur O A™ OA est la vitesse 

initiale*; A A ^ A A , est la vitesse verticale et ÜA, représente la vitesse 
restante au point de chute, à l'echelle ou OA' — V„.

E11 combinant l'abaque du capitaine Pravaz avec l'abaque des diuée* 
«le trajet correspondant à l'angle «le site r toi, 4° *, un aura ton*» le** 
éléments de pointage .nécessaires pour régler le tir sur les avions.

84 . Abaque à droites cotées i colonel Hcnrv et capitaine Fughn. -- 
Les solutions les plus simples du problème du tir d'altitude paraissent 
celles qui sont basées sur les principes de la Nomograpliiede M. d'Ocagne 
et qui prennent, comme argument, l'angle de projection a,, qui donne 
tint* portée égale à l'abscisse x  du but.

L'équation qui sert de point de dépari est celle que nous avons établie 
au n° 34, 3°, qu’on peut écrire

(i> smiax —o') —sinaotfcCosff — sunr = 0

On la transforme aisément en la suivante :

(a) (1-+- cosîa)tang<y-H sinaa*— sinaa = o.
P, ( HARBONNIER. TOME I. 1»
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Ou posera
/ ' S s A i t a n g ?  e t  Ç =  / 2 s i n a « ,

(A 1 et kj étant deux nombres1 arbitraires » et Ton graduera, simant ces 
lois, deux «Vhelles rectangulaires y  et 5. Prenons, par exemple. 
k 4 =  h j =  i .

La ligne droite eotee < x) aura pour équation

( 3 j y n  +- c o s 2 a ) +   ̂— sin2 a =  o.

Pour ç =  o. on n 

Pour y  =  o, on a
7. o =  t a n g a ;  

*« — sin 2 a .

Donc, la droite cotée (a) rencontre les deux axes aux points qui sont 
également cotés (ab Ainsi, pour s =  2o°elar =  io°, on aura le point M 
sur la ligne cotée x =  3üu ^emiron ».

En pointillé sur la figure, sont représentées les droites cotées corres
pondant aux angles a supérieurs à Ainsi, pour ? =  20° et ar =  8o°,

4
on trou\e, au point M. %—  7*)" environ.

En éliminant a entre l'équation (3 ) et sa dérivée par rapport à a, 
on trouve l'enveloppe des droites de la figure, qui est l'hyperbole 
2X? -h =  ï 5 avant son centre à l’origine et pour asymptotes Taxe des y 
et la droite 5 +  2 y =  o.

a . En un point de l'abaque, tel que M, passent ainsi deux droites 
qu’on peut dire conjuguées, l'une cotée x{ et l’autre a2.

Considérons, au point M, la différence (a* — <r). Je dis que, quand on 
sc déplacera sur la droite o,, la différence (0̂  — cr) restera constante.

En effet, l'équation (1) admet deux racines a* et 0̂ , entre lesquelles 
existe la relation (8 3 , 20)

1ZOCj «Xj = — ■ +• ff.a

Donc, en un point de l’abaque, où passe la droite cotée a (, passe 
aussi la droite de cote a2=  -  —  (at — a).

Cette égalité démontre le théorème : si (a, — <s) est constant, aa est 
constant.

b. Pour les a négatifs, l’abaque est constitué par le réseau obtenu 
en joignant les points ( — <r) et ( — a*.) et par un second réseau, pro
longement, vers les o- négatifs, des droites 45° à 908 du réseau des o- 
et (a,) positifs:
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Ainsi, faisant 3- = — 27“, yf =  i5°, on aura le point M qui donnera 
les deux angles de projection

%\ =  — i5° e n v i io n  e t  a a =  7$' e n v i ro n

On a bien
at!-+- a2 = 6 i° =  ̂ — 27“.

83. Niveau de pointage du capitaine Sarfati. — On peut réaliser des 
instruments de pointage qui permettent, connaissant a.*, de diriger 
convenablement Taxe du canon, c'est-à-dire de le pointer sous l'angle a, 
par la simple opération de la \isée sur le but.

Tel est le ni\eau du capitaine Sarfati, dont le principe est le suivant: 
Soit un angle droit ABC, dont le bras ÀB est maintenu constamment 

horizontal. Soit A B = i .  Le point A est la charnière d'une droite 
mobile AD, dirigée constamment \ers le but : l'angle Vie site r est alors

BAD.
Soit; d'autre part, la tige CD reliée a la droite AD et au bras BC de 

telle manière que DC =  1 et que BC =  smo*. Je dis que, dans ce sys
tème articulé, l’angle des droites CD et AB est égal à 2a.

En effet, on a

DE =  DI’ — BC =  CD sin DCF -  sins**
D'autre part,

DE =  ( VB 4 - BE) tanger =  ( 1  +  cosDCf ) langer.

tanger (1 4- cos ̂ c f ) =3 sin DCfr — siti *ï a*.

(Air suite,
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Si r on compare cette relation avec l'equation <2 / du numéro préré- 

dent, on \oit que. DGF =  aa.
o . q . f . n .

L ’axe du canon prendra la position DG. puisque le triangle DGG est 

isoscèle et qu'on a DGC =  =  a.

La réalisation mécanique de cet instrument est très simple.

8 6 * Abaque.'à points alignés du capitaine Lafay. — Prenons comme 
\ariable l’angle de hausse y =  x — <r ; l’équation ( 2 ; du n° 8 i  s'écrira

1 4 ) sinaa^-M 1 — cos*2y)tangff — sinay = o

ou encore
. . , sinaa.* .tanga tang-w H------—  (1 4- tang2y » — tangy =  o

Posons
r 1sssin>ia ir et tanga.

Prenons un système rectangulaire d’axes (y , O, x). Sur l'axe O x , 
portons l'échelle des x f =  sinaa* et, sur une parallèle à O x, menée par 
le point y  =  1 , portons l’échelle des x a=  tango*.

Je dis que, sur la droite (x{, Xa), se trouve aligné le point dont les 
coordonnées rectangulaires sont :

x

En effet, La droite (

sin^Y------- i— , r  =
2 — cosay

\ y \  1 ) coupe

[ — cosiy 
1— cos2y *

i’axe des x  au point

X  —  X%

Remplaçant (jTj, x, y)  parleurs valeurs, on lrou\e 

x’ — sinay -f-(i — co$aY)tang?t

c’est-à-dire, d’après l'équation (4 ),

x' = sin2aA

*

0. Q. P D.

En éliminant y entre les expressions de x  et de / ,  on trouve l’ellipse 

x i -h 'iy i — zy  =  o, qui a son centre au point ^O, . Elle portera,

pour chaque point, la cote y.
La graduation de l’ellipse se fait très simplement en joignant le
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p o i n t  7 - =  o  a u x  p o i n t s  s u c c e s s i f s  d o  l ' é c h e l l e  , a , ’ e t .  e n  i n s o m a n t l e s  

\ « l e u r s  i o r r e s p o n d a n t e s  a r  e t  ( ~  — y r ) s u r  l ' e l l i p s e ;  o u ,  i n v e r s e m e n t ,  

e n  f a i s a n t  y r ~=z o ,  e t  j o i g n a n t  c e  p o i n L a u \  p o i n t s  d e  l ' é c h e l l e  < 7 «.

Fig. 113 .

Une droite quelconque AB, joignant un point À de l'échelle des 17 » à 
un point B de l’échelle des (a ,1), coupe l'ellipse en deux points M* et IL  
ou un seul ou zéro : on « deux angles de projection répondant à la 
question dans le premier cas; si la droite est tangente à l'ellipse, 
l'angle 7 trouvé correspond à la portée maximum sur la ligne de site. 
O11 a, pour les coordonnées du pointMt :

y  1 — cos 2 7  

x  511127 = tans 7

L'angle y est donc représenté, sur l’abaque, par l’angle M* OB.

87. L’hypothèse de P Aide-Mémoire. —  Nous avons dit (81) que les 
propriétés sur lesquelles 011 a basé le calcul des table^et la construction 
des abaques, envisages aux nos 81 et 83, ne supposaient pas explicitement 
que le lir avait lieu dans le vide, mais seulement que le théorème de 
l'abaissement constant pour un même éloignement, était exact pour le 
tir dans l’air.

De même, les constructions des nos 84, 80 et 86  subsistent dans l'air, 
moyennant une certaine hypothèse.

ijAide-M ém oire d1 Artillerie formule cette hypothèse dans les 
termes suivants : On admet que le rapport de Pabaissement de la 
trajectoire dans Pair à rabaissement dans le vide, pour le même 
projectile, est indépendant de Vangle des projection; de telle sorte
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que. pour un projectile donné, tiré à une ritcsse donnée, ce rapport 
ne dépendrait que de la distance.

Il en résulte que l'équation de la trajectoire dans l’air peut être mUo 
sous la forme

tr
y  =  j l  t a n g a ------ --- ---------F < j \  V (l >.J * >\-cofcs-y

la fonction F ne renferma ni pas l'angle a.
Soit a, l'angle de projet*Lion qui donne la portée x ; on a

0 =  tanga*----- -- 8* F(*i V0),•4 VJ cos* a*

Éliminant-^ Ft-r,V0 ) entre ces deux: équations, d wendra, en 

, posant y  — tangT, l’équation
COS-itta.

( i j t a n ç a  =  t an g  a — t a n g a *

qui est identique a l'équation

{i -T- cos 2 a itanç a sin??, — sinaa =: o,

base de la théorie des abaques ci-dessus.
Mais réqualion ( i) peuL s’écrire

t a n g a  =a t a n g a  — ( i -+- t a n g 2a  ) s i n ^ a *

ou, ordonnée par rapport à tanga,

2
t an  g2 a  - feinta,*. t a n g a  - sinua* tanga-t- i =  0 )

d’où Ton tire

t a n g a
i d i  / c o s 22 a r  — a t a n g a  s i n a a *  . 

s i n v> a*

Tableaux de VAide-Mémoire. — Cette formule est réductible en 
une table numérique à double entrée (a et a r), qui est donnée dans 
l ’Aide-Mémoire; à l'intersection d’une ligne <r et d’une colonne a*, on 
trouve l’angle de projection cherché d; un abaque construit d’après ces 
mêmes données numériques peut remplacer le tableau. On pourra en 
étudier les propriétés d’après l’équation qui donne tanga, en fonction 
de a j* et de a.

Autres éléments de la trajectoire. —  L ’hypothèse de l’Aide- 
Mémoire conduira immédiatement, pour les autres éléments d’un point
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quelconque de la trajectoire, aux formules sui\unte  ̂ :

t a n g -  =  t a n g a cos* %j. 
cos# a

tantftu.r, t =  tj CQS3Cj-
cosa 9

Xy  =  ------ - , *in*>a — sinaatr.,
2 CûS-*y ’

<%osaU =r U ------*lnU r

8 8 , Tir à angle fixe. — Dans l'ancienne artillerie, ei même dans cer
taines pièces de l'artillerie moderne de tranchée, le tir courbe des 
mortiers s'effectue parfois sous des angles de projection tixés a l a\ance 
et peu nombreux, et, pour régler le tir, on agit sur la \itesse initiale, c'est- 
à-dire sur la charge de poudre ou la capacité de la chambre à poudre.

Les Tables de tir donnent donc alor>, pour certaines \uleurs fixes 
de a, la charge (ou la vitesse initiale» correspondant aux differentes 
portées X,

i° Soit un but dont l ' a b s c i s s e  est æ et l'angle de site sr. Prenons 
l’équation de la trajectoire qui passe au point l.r, 7 ) sous la forme

t  tan g a— tanga 
X ~~ tanga ’

Si Ton possède une table donnant les valeurs de la fonction

t n̂^fangV~J? aNCC k*s ^oux **rfiuments % M on ^aura en déduire, pour
le tir à angle fixe donné, a =  fio° par exemple, la portée \  de la trajec
toire cherchée, qui passe par le point (x, an,

La Table de tir fera alors connaître, pour les données a et X, la 
charge employée, c'est-à-dire la vitesse initiale.

2° Abaque de Al* Pesci. —  Nous a\ons établi, au n° 34, l'équa
tion (6) de la trajectoire :

■ >'=K, - v î ) taugst
ou bien

tang«j =  ^i — ^  tanga.

Dans cette équation, \ £ représente la vitesse initiale prise dans la 
Table de tir, qui donne la portée égale à l’abscisse du but; l'inconnue 
est V 0.

On mettra cette équation sous la forme

v VJ tanga -h VJ tanga — VJ tanga =  o.
Posons

y s a ^ t a n g a  et £=sA-sVâ,
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On aura un abaque à ligne* cotées V0 dont les droites seront

Elles partent toute-, du point coté * sur l'axe des y  et passent, sur 
l'axe des aux points de l'échelle de*, i V rK

3° Abaque général de M. Pesci. — Au “lieu de considérer seule
ment, comme dans l'ahaijue précélient, trois variables (t , \ x, con
sidérons, en plus, la vuriable a.

Prenons deux axes rectangulaires (5o> */j) et une parallèle y $ à O y 4, à 
la distance ; =  i. Portons, sur y , et y 2, les échelles

*/|= tangff, VJ.

Fig, n 5 t

Il est facile de vérifier que les trois points (y« o), (y2 1) et

— Vg tangoc > __ tanga
^ Vg-t-tanga* Vg-f-tanga
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suiil aligné* en vertu de l'équation

\  j; t a » g  t -r- VJ tant* x — Vf, t a n g a  s= o. 

é l i m i n a n t  e n t r e  y  e t  ç ,  d ' a b o r d  \  0 . p u i s  t a n g  a ,  o n  a u r a  

y H - ? t a n g a  —  t a n g a  =  o. — \ g Ç  =  o

Les lignes cotées x sont donc de* droite* concourant au point
y =  °, £ =  1.

Les lignes cotées VJ partent du point O et aboutissent au\ divisions

V i sur ( »  0 *
Ainsi, étant donnés Y  * et on joindra les deux points représentât iis 

A  et B. On cherchera l'intersection C avec la ligne cotée a, et l'on 
joindra CO, qui coupe Y axe des y* au point V 0 cherché.





LIVRE IL
LA BALISTIQUE RECTILIGNE.

CHAPITRE I.
MOUVEMENT RECTILIGNE HORIZONTAL.

I. — FORMULES DU MOUVEMENT HORIZONTAL

89. Hypothèses. —  L'hypothèse, inverse de celle du mouvement dans 
le vide, s’obtiendra en supposant que, des deux forces qui agissent sur 
le projectile, savoir : la gravité g  et /' accélération c F (r )  de la résis
tance de Vair, la première g est nulJe. C'est le second cas-limite du 
problème balistique.

Cette hypothèse se réalisera, en pratique, avec une approximation 
plus ou moins grande, dans trois cas distincts :

i° Le mouvement est rectiligne quand la perte de poids du projectile, 
plongé dans le milieu, est égale à son poids. Ce sera, par exemple, le 
cas du mouvement horizontal d'un corps flottant sur un liquide en 
repos ;

2U Le mouvement est rectiligne, en première approximation tout au 
moins, lorsque g  sera très petit devant cF (r)  ; très fort coefficient balis
tique c, très grande vitesse v\

3° Enfin, le mouvement est encore rectiligne, en première approxi
mation, lorsque l’on considère un arc de la trajectoire 1res voisin du 
sommet de cette courbe, eL tel que les inclinaisons t aient des valeurs 
extrêmement voisines de zéro. La vitesse en un point et la résistance 
langcntielle se projettent alors, très approximativement, en vraie 
grandeur, sur une horizontale, et l’arc de trajectoire diffère infiniment 
peu de la corde horizontale qui le sous-tend. Ce cas doit donc être
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«•oiïMtliTr rtiniiur un ta*-limite «lu problème balistique, correspondant 

a l lu  pot lies»? t  — <*.

9 0 . Equations du mouvement. — Soit eFte» 1 accélération de la 
redsiance du milieu. Mippô er tancentielle < i>. Prenons, pour axe des 
.r. la direction du intimement. On aura, pour définir ce mouvement, la 
veille équation ditlérentielle

en désignant par v la vitesse au temps /, et p a rV 0 la vitesse initiale, 
pour laquelle on suppose t — o.

Pour avoir Taliscisse j\ on écrira

en prenant x  =  o, pour t =  o et pour v =  V 0.

91. Fonctions S(e/ et D(v). —  Le problème est donc résolu, moyen
nant les deux quadratures indiquées. Avec la fonction F(r; donnée, 
soit par une expression analytique, soit par une table numérique, 
on saura toujours calculer, une fois pour toutes, les tables de ces deux 
intégrales. Ces tables seront à simple entrée et feront connaître, en 
regard de la vitesse r, les produits et et ex.

Supposons ces tables construites, et représentons les deux intégrales 
par les notations suivantes :

d'où l'on déduira le temps / par l'intégrale

ec qui donnera x  par F intégrale
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La vitesse \ . choisie pour origine <lts tulile*. <M arbitraire. et l'on 
suppose S<Y» =  u et D <\j =  o. La vite-su \ sera «ivantageuspmenl 
prise en dehors des linules des vitesses qu’un aura à utiliser en pratiqua: 
les nombres de la table seront ainsi toujours de même rigne.

Les équations qui donnent / et x  seront alors

Si V * —  Si Y„ • D ’ l' t — D t V.t = ------------ - , ./* =5 --------------c c

ou encore, par abréviation,

. S -  S»
l  BS --------------- f

C
X

D — D.
r

Les fonctions S<r) et D(f) sont deux de* fonctions balistiques dite- 
de Siacci.

Théorèmes. - -  Le> théorèmes qui suivent résultent immédiulenicn: 
des formules établies ci-dessus :

i "  Si deux projectiles, de c o e f l ic ie n ls  balistiques c et c \  son» lances 
avec une meme vitesse initiale V 0, les abscisses x  et x' et les temps t et t\ 
au bout desquels leur vitesse sera devenue t\ sont inversement propor
tionnels à leurs coefficients balistiques: on a ex =  c V c t e !  =  c't'.

3* La table de la fonction S(u) donne lieu, pour le temps  ̂ à une pro
priété analogue.

II. — DISCUSSION DU MOUVEMENT.

92. Fin du mouvement, — Nous supposons que F (v) est une fonction 
continue, essentiellement positive et croissante avec v . Donc on aura 
F\v) >  o. Pour v =  o, la fonction F U») prend une valeur finie, qui 
peut être zéro ou un nombre positif.

Considérons, à partir de l ’origine V 0, le temps total T 0 écoulé et 
l’abscisse totale X 0 parcourue lorsque, la vitesse t? étant devenue égale 
à zéro, le mouvement se trouve éteint.

Introduisons, ainsi qu’il est dit au n° 13, le degré n de la résistance ; 
le degré correspondant à v =  o est désigné par /i0.

Soit donc n0 un exposant tel que ait, pour limite, une quantité

finie quand v tend vers zéro. Cela revient, dans le voisinage de r —  o, 
à poser F  (v) —  «"• [B„t-4-B  W(v)], la fonction W(v) tendant vers zéro 
avec u”«.
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( lommc i»n a '!l
tit rF iru  la vilesse r déeroilra indéfiniment avec

lotcmps, puisque sa demee ne peut changer de «signe. On armera 
dune a une eerlaine vita le  >v a ŝez voisine de zéro pour que le dévelop
pement !«'• v i =s < [B„ — B fl' i r « | s'applique à partir de u0, De V 0 à »v
h* temps et l'espace .sont fini*, puisque, dans ces» limites, le dénomina
teur Fu ) îles* intégrales S et D ne s'annule pas.

Filtre r rt et ?\ on aura d'une manière générale, pour un exposant 
quelconque:

_  r j v ______ r 4 dv

'■ V0 ' B»»» 0

f V ' dv _ _  ir 1' dv
F , v , -  J . BbV«-i * 0 B„(a — n)

Faisons tendre maintenant r vers zéro et n vers /?„ Les quantités 
T 0 et \ w seront finies ou infinies en même temps que £0 et x 0.

Différents cas se présenteront done suivant la valeur de l'exposant /*(), 
qui doit être supposé d'ailleurs 5 o, d'après l'hypothèse F'(V)ïlo faite 
sur la fonction F<r». Ils sont résumés dans le Tableau suivant :

"ô* 0. < i . = 1. <  2. =5 2. >2.
T0 fini fini oo ae 90 OO
X fini fini fini fini OC 00

<« Puisque l'expérience nous apprend que les corps, qui se meuvent 
sur une surface plane solide ou qui flottent sur un liquide, s’arrêtent 
après un temps fini, on pourrait en conclure que la fonction de la vitesse, 
qui, en pareil cas, représente la résistance, doit contenir un terme de 
degré inférieur au premier » (de Saint-Robert).

93. Origine du mouvement. — Le projectile, qui possède à un point 
initial donné la vitesse V 0, doit être considéré, analytiquement tout au 
moins, comme ayant été animé, en amont de ce point, de vitesses sans 
cesse croissantes, jusqu’à v =  oo; la variation de ces vitesses est réglée 
par la loi F(r) générale de la résistance.

Mais le temps T . et l’abscisse X . seront-ils finis ou infinis, depuis 
cette vitesse infinie jusqu’à une vitesse V 0 finie?

Ce problème se résout tout à fait de la même manière que le problème 
précédent, en posant, pour de très grandes valeurs de vt la formule
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« F1 iMl'exposant nx étant tel que ait une valeur finie pour * =  yz. et que 

xl\ t x  i =  u.
Prenons, en amont de  ̂ 0, une \itesse que non* désignerons par » ; et 

à partir de laquelle, jusqu'à c =  cc, la formule precedente soit appli
cable. De rt à \ 0, le temps et l'ubs< isse seront finis.

Intégrons depuis t\ limite supérieure de l'mtegrale. jusqu'à limile 
inférieure; on aura, en désignant par et ,rx le temps et l'abscisse 
correspondants :

et* = r Ll dv
+L PtvJ

et 36
*• vjh_ 

b n" '

Pour un exposant n quelconque, on aura

et* =

c.r* =

i
i~  n) 
i

Bw{ 9— /j )(a*-4" —

Mais T* et Xx seront finis ou infinis en même temps que tx et .ï*x. 
Faisons donc, dans ces formules, v =  oc et n =  /?«,; suivant les valeurs
de l’exposant /?*, on pourra dresser le Tableau sui\unt :

Th 30 • 0. <1. = 1. <?. = 2. >2.
T» CO oo oc fini fini fini
X» 00 oc oc 00 oc fini

94. Application. — Supposons que la fonction F trj puisse être mise 
sous la forme d’un polynôme ordonné suivant les puissances descen
dantes de r :

F  ( V )  =  U " - 1 -4-. . .-4- B jt-m

avec ni positif et J//.
On a

n  =  n *  c i n  — m  =  n§.

i° Pour que l'abscisse totale parcourue X*, d e p u i s  V u =  oc jusqu à 

v =  o, soit finie, il faut que n0 <  2 et n„ >  2 .
Par exemple :

F(») =  Bjv +B,w*.

2° Pour que le temps total TU,, de \ 0 =  x  à r =  o, soit fini, il laut 
que /i0<  i e t n . >  i.

Par exemple :
F (u )=  B ,+  Bî w*.
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.>** E n f i n .  p o u r  q u e ,  «i la  fois. h* t e m p s  T *  e t  1 a b s c i s s e  V«1 s o i e n t  f in i* ,  

il f . iu l  qui* / / tl <C i e t  n r ■*.

Par exemple :
Vt i =3 B,. — I*j r2—

j* V r e m a r q u e r  1*' c a s  d e  i n » - l a ,  o u  l ' a b s c i s s e  e s t  i n f i n i e ,

t a u d i s  q u e  le  t e m p s  *m  f in i .

M'i. Etude de la courbe des espaces. Fonction —  L e  m o u v e -

m< n i  m  h l iu m *  h o r i z o n t a l  s e r a  r e p r é s e n t é  p a r  u n e  c o u r b e  d o n t  l e s  

a b s c i s s e  s o n t  l e s  \ i t e s s e s  r a l l a n t  d e  o  à  x .  e t  l e s  o r d o n n é e s  l e  p r o 

d u i t  r r .  O  h t u  a u s s i  la  c o u r b e  r e p r é s e n t â t ^  c  d e  la  f o n c t i o n  D ^ r )  e n  

f o n c t i o n  d e  r ;  e l l e  ( o u p e r a  l ' a x e  d e s  r a u  p o i n t  V c h o i s i  a r b i t r a i r e m e n t .

E n t r e  les \ i i t» s* e s  i n i t i . d e  e t  r e s t a n t e  r ,  l a  d i f f é r e n c e  M N  d e s  

o r d o n n é e s  d e  la  c o u r b e  r e p r é s e n t e  l e  p r o d u i t  e x .
S i  le  p o i n t  \  t o m b e  e n t r e  \  tJ e t  i\ l e  p r o d u i t  e x  e s t  r e p r é s e n t é  p a r  

1-î s o m m e  des o r d o n n é e s  d e s  p o i n t s  \  e t  *\

Fi g. n !'.

Nous savons (92) que si, pour r =  o, on a /«„ <  a, le poini Q8, où la 
courbe rencontre l’axe des ex, est à distance finie.

Le point Q„, autre extrémité de la courbe qui correspond à v  =  oc, 
n’est à distance finie que si nK >  a (9 3 ).
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Cherchons IVxpression de la l«ini*cnto rn un point <lr la courbe; 
On a :

c (? r  __ *'
tii F« r ■

Soit il le degré de la résistance en un point courant.
Posant F (?m =  B/2 vtl et c B„ =  bti, on aura :

Tangente au point ü 0. - -  Pour r =  o, c’e'-a-à-dire pour n =  //„, on 
aura :

Wo  ̂ 2 , 
n«>  i,

/?o— i,

no<  
n0=  o,

X 0 =  oo (asymptote verticale, qui esi Taxe des c‘.r i ; 
X 0 fini (tangente verticales;

X 0 fini inclinée : b„ )̂  =  — i j  ;

X 0 fini ( tangente horizontale >;
X 0 fini (tangente horizontale).

Tangente au point Ù .̂ — On aura, de mémo, pour r = x  et
/* =  :

^ * > 2 , 
/*«> =  2 , 

i,

* „ =  i?

/*«< i, 
7*«=0,

X* fini (asymptote horizontale) \
X . =  oo (direction asymptotique horizontale) ; 
X w=: oo (direction asymptotique horizontale);

X* =  oo £a$)7?z/>tote inclinée : bn ( =  — 4 j

X 80 =  oo (direction asymptotique verticale);
=  oo (direction asymptotique verticaleV

Ainsi donc, la courbe (t>, ex) ou D(r) peut avoir, vers les vitesses très 
faibles, les quatre formes ci-après (/'ïg*. 1 1 7 ).

Dans la région des vitesses très grandes, les formes possibles de la 
courbe (u, ex) ou D (v) seront les quatre ci-après (Fig. 1 1 8 >.

Dans les cas de nM =  1 et de //* > 2 , il existe une asymptote de la 
branche Qw, inclinée dans le premier cas, horizontale dans le second.
, Comme ces formes de la courbe, aux deux extrémités, sont indépen

dantes Tune de l’autre, il peut arriver qu’une forme quelconque du 
premier tableau puisse se combiner avec une forme quelconque du 
second.

14P. Cil VRB0N1\TIER T0M1Ï I,



Fig. HT-
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Points 1V inflexion. — Lorsque les courbures au point Qu et au 
point sont opposées, les courbes présentent mi point d’inflexion ou 
un nombre impair de ces points. Si elles ont des courbures de même 
sens aux points Q0 et il* , elles présentent zéro ou un nombre pair de 
points d'inflexion.

Dans tous les cas, ccs points correspondent aux valeurs de v qui 
annulent la dérivée seconde :

d*x _ y F'— F 
e dv* ““ F*

Ce sont les points pour lesquels on a v F' — F =  o, c’e*l-à-dire ceux où 
la fonction F (v) devient proportionnelle à lu simple vitesse, ou encore 
ceux ou le degré de résistance devient égal à un (13) : la tangente à la 
courbe F (e) passe par l'origine.

Remarquons que, dans le cas d’une résistance linéaire Ftt') =  B|C, 
tous les points delà courbe (e, ex) sont des points d'inflexion : c'est 
une droite, dont l'équation est b^x =  V 0 — e.

Dans le cas d'une résistance constante : b\v) =  B0, la courbe (e, ex)

est mu* parabole b0x =   ̂ (VJ —  v2) (momement uniformément retardé).

Si la courbe (r, ex) est finie, dans un sens ou dans l’autre, on peut 
prendre pour vitesse V, origine de la table de la fonction D (n , soit 
V ~ :o 5 soit \ — co , suivant le cas. Mais, dans le cas pii / ^ ^ e l  
on ne peut prendre le point de départ des tables à ces extrémités natu
relles; on clioisiL arbitrairement une \itosso \ , pour laquelle on donne 
une \aleur arbitraire à la fonction D ( v ) .  La soustraction qu'jndique l’opé- 
ration : ex D (r) ï)( Y0) fait disparaître cl l'arbitraire de la \ ilesse V
ni l'arbitraire de la \aleur initiale de la fonction D( \ ).

9(). Étude delà courbe des temps. Fonction S(rj. — On discutera 
d’une façon tout à fait analogue la courbe des temps et ou S(e), en fonc
tion de e, en considérant La dérivée :

e d t  __ £
Un "" F

ou *>»dv i»M

Tangente au point Ü0 :

:* i , T«=r oo (asymptote verticale, qui est l'axe des et) ; 
<- i, T0 fini (tangente verticale);

_ o, T* fini ^tangente inclinée : bn -  *]•
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Tangente au point Q

« * >  i,
n„ < i,

n „ =  o,

fini (asymptote horizontale);
T w =  ûo (direction asymptotique horizontale);

rT00 =  cc ^asymptote inclinée : bn — ~  *] *

Fig. 119. 

e t

il n’existera pas d’inflexion en dehors de ec ca^ qui correspond à une
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tangenlc horizontale de la courbe F (F), en un point courant de la 
courbe (13).

On 11e peut prendre pour origine de la table de la fonction S (n  une 
de scs extrémités naturelles que si /*0  ̂ i ou 11m >  1 .

97. Nomogrammes des fonctions D( r) et St r). — O11 obtiendra la 
solution graphique des problèmes du mouvement rectiligne horizontal 
par la représentation nomographique des équations

, c* =  D(a) — D(V0) et e t  = S(e )— S( V0).

Première solution. —- Soient deux échelles parallèles (I) et (II) por
tant chacune les valeurs de la fonction D(r) graduées en vitesses; elles

Fig. x20

sont disposées en sens inverse l’une de l’autre. Soit (111) l’échelle des ex, 
située au milieu tic l’ intervalle (T) à (II); l’origine de l ’échelle ex est à 
l’intersection de>(lll) avec une droite tjueleontiue reliant deux points de 
môiue cote des échelles (I) et (II). L’échelle (III) porte une graduation 
régulière.

Eu joignant V 0, sur l’échelle (1), à v sur l’échelle (II), je dis que la
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droite AB coupe l'échelle (III) en un poinl P loi que O P~ satisfait à 
la relation <\r =  D(r) -- D ( \ 0).

Joignant, en effet, BO ([ni coupe (1) en B ; on aura MB =]NB^=D(n; 
comme MA =  D ( Y0), on a

A B '=  MD — MA =  D(a) —

Donc AB' =  cx; puisque OP =  ~ ~ j U aura sulfi de graduer régu

lièrement (III) en fonction de ex (̂ au lieu de J> parla détermination 
dJun point arbitraire de l'échelle, pour avoir la solution du problème. 

On aura un nomogramme du même genre pour cl -•= S ( r) S ( V0V

Deuxième solution (Ingénieur général Jacob). --- Sur réchelle AA

Fig. I Si•

porter la fonction p  D(v) graduée en v [p étant le module du nomo

gramme). Rendre O N = X - ~ ^ ~ , m étant un c.ocfiicieut arbitraire, 
déterminé par exemple pour que la graduation de l’uxe dos % qui «si <>

en A  soit ioooo"‘ en O. Alors»? = Pourir r̂ sôo , on u ON'  - -X.
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On marquera x  en : prendre MjN =  p Le lieu de M, quand
x  varie, est une droite passant par B et par le point V 0 sur l'échelle A A  . 
On constitue ainsi un réseau qui forme le nomogramme.

Soit, sur BB\ pris : BO =  pc . Joignons O K ; le point K. correspon
dant à V() sur l'échelle AA'.

On démontrera aisément que l,es quatre problème* possibles entre îe* 
quatre variables ( c, V 01 /% x ) sont facilement solubles au mojen de cet 
abaque. Ainsi, soient donnés (c, V 0, x >. On mènera par I\ coté r, une 
verticale qui coupe QK en I; la droite BI coupe l ’échelle AA' au point 
coté r, vitesse restante cherchée.

98. Courbes des espaces en fonction des temps, —  C’est la courbe 
f ( x ,  /, V 0), qu’on obtiendrait si l’on pourrait éliminer v entre Du>) 
et S(n).

Soit, à l’origine des temps, O la position initiale du projectile.
On a, en lout point, —  =  i\ fl n’existe pas de point d’inflexion sur la

courbe/(«r, t, \ #), car on a — — c F u ’ t, ce qui ne peut s’annuler 
que pour r —  o.

Fig. 123.

A  l'origine O, la courbe part avec la vitesse \ 0 ; la \ilesse diminuant 
sans cesse, la courbe est corn exe vers l’axe dos æ. La vitesse s'annu
lera, cVst-à-dire la tangente deviendra verticale au bout d’un temps T,„ 
infini si /<0 . i, au bout d’un temps T 0 fini, si n0 - i (92).

L’abscisse \ (, sera finie si n0 a; infinie, dans les autres cas, où la 
forme de la courbe sera parabolique.

Pour les temps négatifs, la tangente à la courbe devient toujours 
horizontale, pour r - ac ; si /t« -■ i, le temps T« est fini, et si "> a, 
l'abscisse X . également.
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On aura donc le moyen de discuter la courbe dans chaque cas parli- 
ticulier. La ligure représente le cas de n„  ̂ 2 et de nQ 1 , où Ton 
a Tü fini el* X® fini ( 9 iV Ce sera, par exemple, le cas de 
F o ’) =  Bo-+"Biv +  Bâ +  B jc3.

99. Cas d’une résistance monome. - - iw Dans le cas d’une résislanoe 
F (v) proportionnelle à une puissance n de la \itcssc F (r) —  Bw?ïw, les 
deux intégrales S ( r) et D (r) s’expriment aisémcrife au moyen de fonctions 
'connues.

On a, en elfct :

Par V, on désigne une vitesse quelconque, qui peut, dans ces for
mules explicites, être la vitesse initiale V 0.

2° On peut, au moyen de ces formules générales, établir les formules 
particulières suivantes, où l’on a donné à n différentes valeurs. On pose 
c \in =  bu : ■

n . Temps.

0.............  bu t -~ Y O"-” a

l . . . i ......  M  = log^

\b snssc .

«  * (V3— **•>

bix -s= \ 0 — n

btur ==- loa — n r

«.............  !>„(= ~~T[( '  i~") bnx «  —i—- ( i’* » — Vf, ")

On remarquera la relation générale bn l (>„+,£.
Pour n — o, ce sont les formules d’un mouvement uniformément 

retardé.
Pour la lin du mouvement (92 ,̂ on aura :

T0 = 

Xo =
\

____ i____
la— n

ti y fri /i <  r,

si n < 2.
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Pour l'origine du mouvement (93 ), on aura :

T  —
—  I •

n  >  iX 00 —-
(71 —  u m t 1 ’

SI

x « =
—  i

SI n >  •!,

'u:

3° Abscisse en Jonction du temps. - - Entre les formules qui donnent 
bnt et bnx , on peut aisément éliminer r et obtenir l'équation explicite 
générale qui relie (#, V 0) (98V C’est la relation

Posons 

On aura

i i

x + ( n - i ) \ r l i>*t -  Pi,
M - ( /l — *) V ÿ“- b n  X  =  Q*.

P p =  Q p .

C ’est l’équation d’une parabole ou d’une hyperbole générale, dont les 
droites P* =  o cl Q.c =  o sont les asymptotes. Celles-ci ne peuvent donc 
jamais être inclinées sur les axes O x  et Otf.

Pour chercher le degré de celte courbe, posons n =  ni el rri étant 

deux nombres entiers positifs. Un aura

pm—ini’ g».
Premier cas. - - On a o - n \ i . Alors m c m' et a fortiori

F i g .  12 .3 .

m a m \ les exposants seront positifs si l’on ocrit
_  Qmf-m,
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Le degré de la courbe sera (2 m — nu en t. Exemple : n =  -  , d'où 

m — 1 , m' =  2 . Donc le degré de la courbe est 3. Son équation est

P? =  Qx (fig- I2'V|-

Deuxième cas. —  On a i <  n <  2 . Donc m’ <  m <  2 m’. L ’expo
sant (m —  2 m1) est négatif, et (m — m!) est positif. On écrira donc

, _ pîm'—m

Fig.

avec deux exposants positifs, dont la somme est égale à nir. La courbe 
est une hyperbole de degré m1 (fîg . 1 2 4 ). *

3
Ainsi, soit/? =  - , m — 3, /rç[ =  2 , le degré de la courbe est 2 . Son 

équation est 1 =  P, Q* ou, explicitement,

2 V01x   -------- — — .
2 -r- (|\bt

Pour a =  ~, on a

1 =  P f Q Î -

Troisième cas. — On a n 2 . Alors m > 2  //?'. Comme 
m. —  — 2 le degré de la courbe est (m — /w ) en .2? ( i 2 5).

Ainsi :
71 =  3, m =  3, 771' = ! ,  on a s= QJ;
72 =  4, 771 =  4» 7/?'=t, ou a P ? = Q » ;

8
7 2 = ^ Î  772 =  8 , "  7 7 l ' = 3 ,  O ï l  a  P p - r s  Q J .
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F ig . 126.

Fig. mG. Fig. 127.
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Pour n entier :
m = /?j m' — i, on a P?“2 = Q t"1 •

Remarque. — Si n =  o, la courbe est la parabole $ — V 0£ — ~

Si n =  i ou n =  2 , la courbe est transcendante.
On \oit que ces deux dernières courbes assurent la continuité dos 

formes de la série des six courbes représentatives du mouvement 
{jig* 123 à 12 8 ).

4° Pour diverses valeurs entières de n% on obtient les cqualions sui
vantes :

n. Courbe /(J?, V0)

0......................
2

1.................. bxx=* V0(i — «-*»')
â...................... fiMïS I +

:<......................  x - h  -  AjV»af*= V 0la
4......................  *  +  aôiV3**+ | é ïV i^ = V u/ +

.»• Théorèmes de Page. — Soient trois distances, o, x  et ax, complues 
à partir de la Louche du canon. Mesurons les temps t mis par le pro jec
tile de 0 à x, et /' de o à ax, et construisons la courbe {t, t'), en tirant à 
dos vitesses quelconques.

a. S i  ta résistance est quadratique, la courbe i M ')  est une 
droite passant par C origine. On a, en effet,

t
e ^ = i + V , i , (  et e«*«*= i-:- V#6sf'; 

l ’élimination de V0 donne
t _  1 — ebr r  
7  ~ 1 — eabrX

et le second membre est constant. Le coefficient angulaire de celle 
droite permet de déterminer le coefficient balistique b%.

b. S i ta résistance est cubique, la courbe (t, £) est une droite ne 
passant pas par P origine. On a, en effet :

1

x - h  ï  â i V t x 1 ^  V 9 t ,  a x +  ~  é|V0**=5 V a ? .

L ’élimination de V 0 donne

fm a t+ * & = £ * * .2
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Cette droite finit au point Q, correspondant à V„ =  x, tel que 

t*>~- b&x~ et t* =  — b^x1.
Donc

Fig. 129.

(5° Formules différentielles. — Des deux expressions

(n — 2)6*.r = #*-« — V§“",
{n —  i ) b nt = n f- w— VJ";,S

on déduit, en diflerentiant par rapport à (6„, ,r, r, \ 0), les formules 
différentielles :

Quand trois des cinq <) qui figurent dans ces formules seront donnés, 
les deux an 1res se trouvent déterminés.

Ces formules pourront servir à résoudre des problèmes comme le 
suivant :

Une cible est placée à la distance œ du canon. Celui-ci tire des pro
jectiles de poids variable, dans des conditions telles que la force \ive 
initiale yA'J soit constante. Quelles sont les conditions de tir, bn et \ 0, 
qui donnent la plus grande vitesse restante, à la distance a??

On a (7)
6„ = i  A ~ B „.

J P

Donc, la condition do la constance de la force vive initiale est

a<?Vo __ àl>»
Vj kba, d'où

V.
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D'autre pari, la première formule différentielle, en faisant 
, Oœ =  Or =  o, donnera

rdbn= \ } r aà\ «

On a donc, en réunissant les deux conditions :

et la vitesse restante maximum r est telle que

/ v \ __ n
\ T j  T

Quand n =  2, on trouve =  e .

100. Loi de résistance : c F (r) =  b0 e +  Z>2 u*. — Le coefficient
est toujours supposé différent de zéro ; il doit cire positif, sans quoi, 
pour i>=ac , la résistance serait négative; de meme b0 doit être positif, 
car on durait une résistance négative pour r =  o.

Ce sont des conditions balistiques qui apportent ainsi une restriction

Fig. i3 o.

au problème général «PÀnahse qui donne la solution. 11 faut meme que 
b { soit plus grand que zéro, car, sans cela, la fonction «le résistance 

e + ) présenterait un minimum pour v =  —  et

aurait la forme ci-dessus, ce qui est inadmissible.
On est donc amené à considérer le cas des trois coefficients 60, b{ 

et b2 positifs.
Mais, cependant, en vue de la généralisai ion de «'es formules poyr un 

problème différent (mouvement vertical ascendant), on aura à considérer 
le cas de la constante représentée ici par ô0, comme pouvant être néga- 
ti\e.

Prenons donc, pour accélération de la résistance, la formule
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cb {v) =  6() -f- 6 , r +  ô2 r2. On aura à intégrer les deux équations diffé
rentielles :

dv , v drdl = - T----t------r— :
à  H — O t V -+- OjjV2

On écrira identiquement

et s= ■ b̂  H- v -r*

60 ̂ ü ^ v 's = i  f(ô-^~ j )  ^ 43 (" ■ " A ) 1  '
11 y a trois cas à considérer :

b **Premier cas : b0 b2 — - o.
4

Posons alors
*? *i-----±  ~  b'2a * et H ---- T -= v .

* m i b x

Les deux intégrales seront :

b«i
- /

dv
« - H- V-

et btx = — f V

£ïaH- Vs —  r ' —n-*•+■  v*Vo ‘ trVo

<v. De la première, en effectuant l'intégration, on tire, pour le temps :

j 262 Vo H- b\ a é î t ’ - h é iab^t ~  arc t a n g — — - -----------a ie  ta n g •j a b*

D'après la formule d'addition des tangentes, et, après réduction, il 
>ient:

ab,{ Y 0—  a )(l) ab*t =  arc tang
j  r V(i -+- V L  xrh  b\ ■ -î- 6g Vo r

L'espace x  s’obtiendra par la formule

(a) bt*  -  lofi -  J l . iire tang-------y ? " " 1--------
9 2«r/>s +  AaV„i.

b. On peut exprimer n en fonction de L par la formule (3), déduite de 
la formule» ( 1 ) :

(3)

(4)

2 a b j  V,, — - ( 2  è0 — è| Vo)tangÆ^a/
a<ar/;2-h( aA2 V«-f- èi)tanga&2*

( g V » / J i ) c o s « 6 af —  2ab2siïiabi t 
TFt ~Jt~a (aôjV o-H  b^siwabij ~^2abt cosabt t

Comme dx : ~ n dt7 on intégrera aisément par la formule

œ rs
2 b\ t -h a 1°g[ sin«is< ■+■ cosaô^ij.
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c. Fin du mouvement. — D’après réquation (i), on aura, pour r =  o, 
l’expression

,  rn o
a b «  T 0 =  arc tang ■■ -■7 r-.-r  >

2 ©U -h C>i V<>

et Tespace X 0, parcouru lors de l ’arrêt du projectile, sera

a v  1 i, ~ ô-f- !>■+■  Vj b\ ____ 2abzV06 â X 0 =  -  l o g ------------ ;---------------------— 7“  a rc  ta n g  —r — ■—t- tt-*
2 ô b0 sab 2 u60-l- îVo

cî. Origine du mouvement. — Du point initial V 0 jusqu’au point 
o ù  v =  oo, le temps T B est donné par la formule

. /  i a b *  \
a b i ï *  =  a rc  t a n g f -------p -rr-------p  -

°\ aéîVo+^i/î *î V04-&i

L’espace X*, est infini.

e. Enfin le temps total (T0 -+- T*), depuis V 0 =  oo jusqu’à v =  o, est 
donné par la formule

a à 2 (T 0 -f- T eo'i =  arc tang — »

Jj 2
Deuxième cas : bQ b{ =  -L 

* ^On a, en faisant a =  o dans les équations différentielles :

-  /  
‘'V.

L ’intégration donne

’ rfv
A  v v*

6  ̂— 1ü" Vo"*" __ I________ I___ "1
^  ' i b i v ^ r  b  i L b i  H- %b% r  ^i'+*aàjV0J

»
Exprimées en fonction de t, ccs équations deviennent :

à j _bj 4- 2^2
2 ^ 2  éj 2  ( b \ H- 2 ^ 2  V«)£ *
i l

* ” - A ' H- K los( ' + i l ± T l I i î )-

La fin du mouvement correspond à

T  —  4 & « V q , • v  . b x 1 - 2 Ô 2 V 0

•  U i( o i4 - 262 V0) b />.

L’origine correspond à 

T~ —
ù t -t- 7 bt Vo ’ X. ■= ».
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On a enfin

T—  * r

Troisième cas : 6 0 £>a — -j-<  o. 
Posons

On aura
b%b$— ~r =  —  b\a* et v  -h =  v.

, /*v r v dv ,
•xabt t ~ — I  -— ~ -+- / — — =  — log(v — a;H-Iog(v-+-a)-hconst.

e/v v a  e/vo v -t- a

Posant

il viendra

(1/

j _7,bzVo-+“ bi ■+■ a b̂ aa 6 ,V o - h 6 i— a 6* a '* . i i a è î U 4 - 6i - h 262a
î a é j f  =  l o g T —r=----------------——  -aé*v-+- — %b<xa

L'espace x  s'obtiendra par la formule

i ___f  (v~ ^ ) ^  r v y^y . *i r _ j »
* <-v, v * - o >  «/v. v* — «* a6* X  v * - a » ’

d'où
7V0

(a)' &>a?g 1 log g»± .y « t  *» ^  log » a,*«”.± j i ± 3 ÿ »  ,
a ® O iv - t -o av* A: aô jOHhOt*- aù*a

ny

a. En fonction de t, on écrira

b% . J :« « V 4 -raV  
aéav £• *+* a keah%t̂  e~aht 9

d’où l’on déduit x  par la formule 

(4)'
bt i ke*1**1— e-«V

* -----ÏFt t + K l0S— 7T=Ï------

et

b. F in  du mouvement. — Pour v —  o, on a

_ - t  m i . _  1 6i*+-aô*«2#£,T0= log £ 6j_ 2 ,̂a

* v i ,  6o-t- 6iVo-4-ôjVî &i £ êi +  *6i«&tX ,Œ -io 6 -------- j;-----------

c. Origine du mouvement. — Pour v =  oo, on trouve

aa6,T«, =  log X« =  œ.

t*. CHARBONNIER. TOMB I. 15
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d. Enfin, le temps total, correspondant à v =  o et \ 0 =  oc , sera

2  Ctb%i Tn-r- T ta ) =  1 og b\ -4" %bza ' 
b\— a b7a

Remai ques. — 1. Dans Je c a s  actuel, on a — o, n# =  a .

On a donc, ainsi qu'on Ta vérifie, par application des théorèmes' 
généraux (92 et 9 3) :

T0 et X„ finis, T» fini et Xoo^ sc.

IL La discussion de ces équations, dans le cas où bQ n’est pas nul, 
devient beaucoup plus parlante si l’on remarque que ces (‘quations repré
sentent, à un changement de notations près, celles du mouvement ver
tical, soit ascendant ou descendant. Aussi, c'est à propos do ce problème 
qu’il conviendra de les discuter complètement.

101. Cas particuliers. — Les formules qui \iennenl d’etre établies 
admettent, comme cas particuliers, des lois hinomes qui ont été 
employées par divers balislicions. Le Tableau suivant correspond à l’an
nulation d’un seul coefficient, à l’exclusion, par conséquent,, des lois 
monomes :

B.. B,. B,.
0 B, B, F (a )  =  Bt v h- B.ji ’ 2 ( loi de KIu 1 ton ),
B# 0 B* F(v) =  BoH- B1 o*2 (loi de Dation, pénétration des projectiles

dans les milieux solides);
B0 B, 0 F ( a ) ~  Bo-4-BtU ( loi de Chapcl),

Nous donnons ci-dessous les formules qui s'appliquent, a ces trois 
fonctions.

I. Loi de Ilutton : cF  (i^— b j v -f* — Puisque b{) i= o, on se
trouve toujours dans le troisième cas du problème général, et l’on aura

i j . t b i h} \ d0i -= 2 0«e »‘t A -  --
bt Vu

bi “h b*> Yq
On a alors :

U s  V« b y + - b t v  ,  , 0 t-H 0 2 \obtt = log — 7---- r r r  » »#rr = log -7-----—v b 1 *+• 62 \o b\-)r v
*iV„

bt* =  -  h  t -+- log ~ ^  e' ^'J.



IHSOISSION DU MOUVEMENT. 227

On a :
Tq =  »;

v _  1 i_Vo. vx o= r  1os — r — ; x .  =

<T _ 1 1_  2̂^0
T“ “ *l ° bt +  biV/

6i

II. Loi de Didion : cF(v) =  èo -f- èa v2 (milieux solides).

Puisque è t = o , o n a o s =  jr* On a d’ailleurs toujours è2 > o, car, 
par hypothèse, la résistance est croissante avec la vitesse.

a . Si b0 est positif, on sera dans le premier cas du n° 100, et l’on aura 
les formules qui suivent :

sfbôblt =  a rc  ta n g y/6ofrs(Vo-- v) u * 1 i_ ô-+" 62Vo ^x  =  -  log -r----r—r y2 *

On a

bw 4- 6g Vo v
6 0 6g V0 cq sI [/bybz — /̂bjb% siruf \/bçsbl 

6 2 V0 sm  £ 1/ 606* -h  / 6 0 6 2co s^  v/606 s

lo g  [^Vü^ / ^  $în£ / 6 0 6 g 4 - cos£  \/6Ô ~6îJ.

vT O T o =  a rc  ta n g V 0^ / p ^

/ M j  T .  =  arc tang ^ -  V,

On en déduit
T0 -t- T„ =

i  v _  1 1 .. ^e4- 6 g VJ ^gXû= -  log -------T----------J
2 Oq

Xw =<

a /M o

6 . Si èo est, négatif, on se trouve dans le troisième cas du problème 
général, et l’on aura

Vo + aa* s  — b% e t

Les formules seront les suivantes :

2 ab* t  -  log yV0— a v 4 - « , 1 60-t-OgVJ
bx x ~ -  log V --- 7—r >

2 b 60-+-6gv*o + a u — a  
( V« 4- a ) c ab*t 4- ( Vo — a ) e ~ tif>*t 

v - a  (V„-t-«)««*.*—(V«—

é|,  „  log (Vq+ «)«aM-(V o-:.
• aa

On a, aux extrémités du mouvement :

r m 1 V<)*4 “Æ , v I , 60 4 - 6g VJa<*6* T0 *  log y — ■-> M o  =  -  lo g -----g------1

a*«VT.. =  lo g ^ L _ , X„ =  90.
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II existera une limite à la vitesse, déterminée par la relation 

* V'* ex — ~  =  a*.b,

Suivant que Vo est plus grand ou plus petit que V7 =  a, soit T0, soit 
T ,, est imaginaire.

III. L o i de Chapel : cF(v) =  bc-j~ b t v.
Les formules convenant à ce cas particulier ne pourraient se déduire 

des formules générales que par un développement en série assez pénible. 
Il est plus simple de les établir directement.

On a

r v dv— J Vt

d’où l’on déduit :

v d v
b9 ■+■ 6, v

h  f  dv -b\ J  èo +  éi»’
V ss

1_bf+- 61 Vo
l 0 g i r n ^ r ’

h. -l. .-b.t
61+  bx e ••

bxx  ss V0— v — 60-+- Vo 
£o-t- b\v 1

l » . éo"+-ôjV()r A# ..btxss — bat-------g-----1].

Aux extrémités du mouvement, on a

1 m 1 éo+éiVo t  v  „  1 6oH-éiVoe t To =  log — ~"y...... > OjA0=  Vo— log ——J ------->
ss OOy Xie S5 40.

Si b0 est négatif (61 étant toujours positif), il existe une limite de 
vitesse V', telle que Y ' — — ~  Alors, on aura

^ T o -lo g J ifV o -V ') ,

et T0 sera réel ou imaginaire suivant le signe de (V0 — V').

102. Problème sur la pénétration dans les milieux solides (Piobert, 
Morin, Didion). — Soit la loi de résistance cF(u) -=£>„■+ 6a avec 
b„ ]> b que nous avons déjà examinée et qui peut représenter la loi de 
pénétration des projectiles dans certains milieux (bois, eau, terre, 
maçonnerie).

On trouve, pour la pénétration ut, la formule

6, » = I l o g i 2± *L S l.
a Ôq -h
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La résistance <fH du milieu a pour expression =  m cF (v), que 
nous écrirons simplement, a étant le diamètre du projectile supposé 
sphérique,

& = cfi( Bo *+* BjD2).

On aura donc, pour x, l ’expression

(•> m a

« Le mobile, en pénétrant dans le milieu, y  forme un vide qui sou
vent se maintient après que le mouvement a cessé ; c’est ce qui arrive, 
par exemple, quand le milieu se compose d’une terre argileuse.

» Le boulet étant sphérique, le vide est nécessairement terminé par une 
surface de révolution ; les sections transversales décroissent depuis l’en- 
ti'ée jusqu’au fond; la section méridienne tourne sa convexité vers l ’axe, 
excepté dans la partie où elle enveloppe le projectile. Dans la terre argi
leuse, le vide diffère peu d’un cône; dans le plomb, il a la forme d’une 
tulipe, et le métal, refoulé sur l’arrière, se relève en bourrelet autour de 
l’orifice.

» Les auteurs des expériences de Metz ont remarqué qu’il existait un 
rapport constant enLre le volume du vide et la force vive que possédait 
le projectile à son entrée, la valeur de ce rapport étant d’ailleurs dépen
dante de la nature du milieu. De cette remarque, on a fait une loi géné
rale » (Hélie et Hugoniot).

Soit p le diamètre de l’entonnoir lorsque la pénétration est x  ; on 
aura, pour le volume de l’impression,

et, par suite, d’après la loi admise,

m(v\ — vs) =  aK J '  p*dx\

d’où l’on tire, par différentiation,

— mv dv ss Kp* dtc.
Mais, on a

a* j __  vdv
m * ---- B# 4- Bju*’

Donc, on obtient
<X* (B.4 “ BjD*) a  Kp*.
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Mais, pour v =  o, on a p =  a ; donc K  =  B0, et, par suite,

Le diamètre d’entrée p0 de l'entonnoir est donc

p0= V ( , + S v?)‘
Fig. i 3 i .

Quant à la forme de la courbe méridienne, elle s’obtiendra en élimi
nant v* entre (i) et (2). C’est la courbe

Dans cette théorie, B0 est dit coefficient de ténacité du milieu ; Bs est 
le coefficient de mobilité des molécules.

« Les mômes considérations sont applicables à tous les corps de 
révolution que la Marine emploie comme projectiles.

» L ’hypothèse sur laquelle 'elles sont fondées revient à dire que la 
perte de force vive, éprouvée à chaque instant par le projectile, est pro
portionnelle à la quantité de matière que, pendant cet instant, il écarte 
de son passage. Mais la manière dont s'opère cette expulsion dépend 
essentiellement de la forme antérieure du mobile. Les molécules peu
vent être chassées en avant ou refoulées latéralement. On ne saurait donc 
s’attendre à trouver, dans tous les cas, les mêmes valeurs pour les cons
tantes » (Hélie et Hugoniot).
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103. Formule de perforation des plaques de blindage du général 
Moisson. — D<is considérations >ur le mode de transmission d'un choc, 
à l'intérieur d'une plaque de blindage, 011L conduit le général Moisson à 
adopter, comme loi de résistance, une formule qu'on peut écrire :

tft ~  A  ̂V o ~~ a.

La résistance dépend donc, dans relie hvpoLhése, non seulement de la 
vitesse actuelle i\ mais aussi de la Mlesse V 0 avec laquelle la plaque a 
été frappée : ce résultat lient à J,i prise en considération de la région 
totale du métal ébranlé, quand on fait elat de la vitesse de propagation 
des ondes à l'intérieur, vitesse qui figure dans le coefficient A.

On a donc
du r ------m ^  = — A /\o— v,

d’où l ’on déduit

Comme conséquences, on (lira :
V*1 .i° On a ,‘il =  —  /; doue la résistance de la plaque est proportion

nelle au temps;
2° La vitesse stricte de perjuration a lieu pourn =  o, au bout du

temps
f - — > o *

pour une épaisseur x de plaque égalé à

x — -  2L v* «
SA V#’

d° Pour une plaque d'épaisse urê  la vitesse u{ de sorlie du projectile 
est donnée par la formule

2 /Me , v ( V 0 - l>| I- f >,\ o +* l*l) 
i A

104. Loi de résistance , v 4 - h-> v- -f- hz v>. — On ce rira
idenli({U(!ni(tnt :

* F f w> “ *’ [ (. *■ + 7 k  ) ^ k  ( h  bi ~  t ) ] *
6r». i° Premier cas : h* bt--- ~ . u.
4
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Posons alors
? J ^

b% b\—  =  b\a* e t v  4 -  j y *  »  v.

Temps. —  On aura
b%dt sss — rfv

Posant identiquement
(v- ^ ) (v’ + a*)

I________ Ai Ai 4- Aav
6* \ . 62 v1-̂  a* *

on déterminera, par identification des termes de même puissance, les 
trois constantes A . s ,3 et l’on écrira

A
d't ib t

Ô,[a, + ( A ) 1 rfï==~
ce qui s’intégrera par la formule

*+• v

v*-+- a* rfv,

2 bs

b* v i , . .H— 7— arc tang — h -  log(v* 4- a») •+• const.
203 a a 2

Remplaçant v et a  par leurs valeurs et explicitant la constante à 
l’origine, on arrivera à l’équation suivante :

l  .  _  1  U .  $ * « * - « - 4  * « - + - * !
®‘ a g O» 6,Vî-+-éjVo-t-6i 

Aux limites, on a

T0==oo et T„ == log

Abscisse. — On aura

4 s a6*ct(v— Vo)-1— 7— arc tang —-----4-------------—a 03O °
2

. b% 4 b,a
TF106 ôjVjj-t- é» V0+  bi +  TbJiï arc tang^ sV0+ 6 ,*

d’où

ou

è ,r f a ?  a s -------- ; ----------
V* 4-

6*a? arc tang-----arc tanget î ]

c’est-à-dire

6ja? sa — i  arc tang
a  ® a * 4 - v v 0

ab%x es arc tang g(Vo— *0



Aux limites, on a
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v I k 2 aV0X .»  J J -

x - = - à ; KC'm f

»i.a0 Deuxième cas : bs b, — ■ ?=<>.
4

On a alors

e? = b tv ( v + h . y

On aura pour le temps

d’où

ou encore

ài dt_ ,d»
l h dt— — R

263

26s 4 -v
dv,

b\ . Vo bt ( i 1 \ . v

bt t

A  la limite :

V« ( W 4 r )  . , ,
.. i . _  \  *bt ) bt [ \ _____i \

T    qp   *  ̂b% Vq f h%
T » - » ,  T „  -  j -  log a 6 j V # + feî +  a A é .V » '

Pour l’abscisse, on a 

d’où
btdt* = ■ -% ,

V*

bt se :

ou encore

Vo—v
v v0

V + Wt Vo4- ^  ■̂ h^ ) ( v#H" À )
v .— 1>

bt Vt v +  bt R ± Z  +  bi

A la limite :
*V, — a

éjV o+ aèi’ " aôsVo+i*

3# Troisième cas : bt bt — 0 .
4

On posera

bt bx H bt■ b$a et v -t- =  v.
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Temps. — On a

b3 fit = — du

d'où

/ 2̂ , 0

:__ A. Aj
A < "T" v — a  v -r

-Jrfv,

^  lu g e  — t v —-a  j V Jo g ^ v  — a) -h  con*U

On détermine * par identification' eii'on trouve

h 4 />;4 _
a , ” S7’

\2== î z/z-jtf — Ùft) A3 = en -+-

On a donc

bl t = loi* V« log v« — a -  .. loK vJ i ± f . 
7 6 3  a -+-&*) v ■+■ rtEo a ( ï b * a  — &2) ” v — a  a i

Abscisse. —  On a

d'où

«te — ------- — 1 ,v- — a -  %a l v — a  v -h a  J

i , v — a  vo+ a
—  log  ---------—---------*
‘\ a  y +  fl vq — a

Remarque. —  On a ici /?„ i= i , n„ — 3.
Donc, conformément aux théorèmes généraux (J)2, J)3) :

T„ =  x, X„ fîm,
T* tint, Xw tini.

10a. Cas particuliers. — Le Tableau suivant indique le s trois cas par
ticuliers qui correspondent à l'annulation d'un des coefficients de l'ex
pression

F ( v )  =  |{j v  **è~ t ï je 2 -h Hjo*.
B,. Bj* Bv

0 B, Bj F( ci =  B2e* 4- B-jü'*
B, 0 B* Vi  o )  =  Bit; -h
B, B, O F7 v ) =r IJj e -h Bj ü2

I. Loi de Du!ion : cF(v ) ■= b» rs -h //,, -  Assez difficile à déduire
des formules generales autrement, que par un développement en .série 
suivant l<\s puissances de b ou obtiendra directement la solution par le 
calcul suivant :

Calcul du temps. — On a
r "  di>
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On écrira

• f ’ /h = h l+ *L _ U
HJy,  V v* bt+bfV/

= - ±  f v — -+. _  h. Cv b*dv
b*J\, W* *1 Jyt V b \J yt bt -4- bt v ‘

En intégrant, il viendra

' , 6* i_(6*H-éjVo)v
v Vv bt °ë (b,-h btv)y<)'

Pour v =  o, on a

Pour V 0 =  oo et v =  V 0, on a

T" “  éTvô +  6]  log éT+ èjVo 3).

Calcul de Vabscisse. —  On a

Çv dv
X J Vj btv ■+■ b3v*'

On écrira

i  i  f v* + ' r *  * *
\« bt^ b zvj  &*./« v b*Jv bi+b$vf0 T0 T5

En intégrant, il viendra

Pour w =  o, on a
blX ~  iog j | î ± 4 -ÿ r -& 63V0)v

X„ =  »  *,

Pour V 0 =  oo et v =  V0, on a

v 1 1*- ^2+^jV 0
x * ~ s ;  g — ïrvT - ( Jtç — 2, /ta —— 3 )«

Formule (t,x). — On peut obtenir v en fonction de x  par la 
formule

6,V»____V =
( bt+  6S)V(ie*>»— Vo

On aura donc pour le temps, en fonction de l’abscisse :

l \r 6 * - h 6 * V 0 6 jV ( i  t* 0  ̂s® " ''-""""y----- ~ —r— ( I H- ©ail?) — I., b x t

Iï. Loi de résistance : cF(i’) =  b( r -+- ô* v3. —  Faisant i 2 =  o dans 
les forjnules générales du premier cas, ce qui suppose que b, et 6* sont 

tous deux positifs, on aura a1
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Temps :

Aux limites : 

Abscisse :

Aux limites :

i

(n0 = 1 , »„ =  3).

A * » *  - arc lan« "•

Y i . v 0X0 =  -= = =  arc tang -= = = . 
yb\b% y b% b\

X« =
A

a r c  ta n g

6,
3;

6*v«

UT. Lot rfe H u tto n  : eF(»>) =  b, u-t- bxva. — Le cas a clé déjà 
traité plus haut (101).

On déduirait la solution des formules générales par un développe
ment en série suivant les puissances de 6a.

106. Loi de Saint-Robert et M ayewski : cF(t>) =  &av * -f-é 4 v*. —  
C a lcu l du temps. — On a

t = s _  f *  ' dv
J-Y'

On écrira

*— £X. ( i ~ K ï k * ) dv- '
En intégrant de V, à v, il viendra

b'  f "" Z -  Tt ~ \ / r x ( arc UngVo\ / 5  “ aro U“S « \ / | ) -  

Pour v s  o, on a
T**= oo;

Pour V 0 =  oo et v =  V0, on a

C a lc u l de Yabscisse. — On a
dv



On écrira
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—  f  f ' i L - j J h ï - ) * , .bijy \v 634- 64?»*/

237

En intégrant de V 0 à r, 011 obtiendra

Pour v =  o, on a

biX= - lo g fo 4 ' . ,V i>V«. 
* a *(*«-+• i 4 VJ Ju*

X(î =  -

Pour V 0 =  00 et v =  V 0, on a' 

X . = L io g * î± M o ( Wo = a, n« = 4)-aôs 6 64VJÎ

Formule (t, x). —  Ou a ?> en fonction de a:par la formule

« -  -SSf  [(**+ *4 V |)a*M - 4 *Vil*.
\/bt

Portant dans la formule des temps, on obtiendra l’expression (t,æ).

Remarque L  — Si les coefficients 6 2 et bÂ étaient de signes con
traires, le temps s’exprimerait non par des arcs tang, mais par des log.

Remarque IL  — On pourrait traiter le problème en prenant

cF(v)j= 60H- 6*t;s4- 64V4,

puisque ce trinôme du quatrième degré peut être x'ésolu. L ’équation qui 
donne le temps t est foj-i compliquée.

Celle qui donne Vabscisse x , par Péqualion

r v vdv
604- 6*'ü8H-64î;*’

si l’on pose =  p, devient ,

1 C* dp
t ' + J ï ï + s i ï r

tout à fait identique à celle qui donne le temps dans I’hjpothèse (100) :

c F (t) s  b$ -H b\v +

Ce seront donc les formules du temps déjà établies, avec la corres
pondance des notations suivantes :

t sa % a», 6q os bc, bi sa bh i ,  =  b\i V sa V*.
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Ainsi, par exemple, on écrira, dans le premier cas :

2a b ^ x  =  arc t a n g ---------- ^ --------------
bn -4“ b9 —

2
bo-hbt •+■  ôiVjv*

avec
M * - y  = &!«’ ;

Dans le deuxième cas, on aura

I Ô2-+- 2&4<Z
4a  kx  — og J 264^24-62— %bi>a

avec

4
et Â- =

a ^ V |+  6«-+- a&»a 
aè+Vf-t-ô,— 2Ô*a’

Ainsi, si l ’on fait : b0 =  0 , on trouve (2e cas)

Donc
%

comme ci-dessus.

I5T

=  -  log £*«*<■*• ô, VJ 
6*VJ +  é, «*’

107. Sur d’autres formes de fonctions. — Bien d’autres formes de 
lois de résistance, susceptibles de représenter plus ou moins fidèlement 
la loi réelle, conduisent à des formes intégrales pour S(?>) et D(u) ou pour 
l’une ou l’autre de ces fonctions, telle, par exemple, que la fonction

i  icF(«) =  A, v*—A,v*

indiquée par le capitaine Le Boulengé.
« Il importe de remarquer que toutes les fonctions ne sont pas d’un 

degré qu’on puisse déterminer de la manière qui a été expliquée plus

haut (93); il est des fonctions pour lesquelles la limite quand v

converge vers l’infini est toujours nulle ou infinie quelle que soit la 
valeur de n qu’on veuille adopter. Telles sont les fonctions

. A logti, k e mv , Av'Ktlogv)*, . . . .

De ces fonctions, les unes rendent finies les intégrales mentionnées 
plus haut, les autres les rendent infinies.

Si, par exemple, on prend

F ( v ) a s  A lo g V ,



I»h\ hLOI'l* f.VIEN T  fc\ SI1JIIIJ 2̂ 9

on a

T® r dv
A lo^?:

Si l’on pose

x»= / '“ î î i L = » .
i/ o A logr 

Ki i> i =  Af™1'
on a

T«: I
=  "T------?A/«

S» 06
\» = — i- f ve-'iVrfu — __i_

V/ 0 A.ms
i <le Saint-Robert), i

Comme exemple, on peut eiler la loi de résistauee de Page qui est la 
suivante :

e FI e ) = \

On intègre l'aeilemeul le temps, et l’on trouve

’i . i —— 7* 1011 -------- r- •

Pour v ~  o, on a 

Pour v =  oo, on a
Ti, = x ,

T, = mk loi»
i —  em-w\„

\S abscisse ne peut s'obtenir par intégration explieitc, mais seulement' 
par un développement en série.

III. -  DÉVELOPPEMENT EN SÉRIE.

108. Le développement de Mac-Laurin. — Dans le problème du 
mouvement reeliligno horizontal figurent trois variables, la t'ilesse v, 
Va/tseissr ./*, le temp* /.

Ou peut, théoriquement, prendre, pour variable indépendante, Vu ne 
quelconque d’entre elles. Mais m, dans le cas do Viv) =  le pro
blème «est complètement soluble par des formules explicites (09), il n'en 
est pas de même dans le cas de F(r) quelconque ; x  et / ne s'expriment, 
en général, en fouet ion de r  que par les symboles D ( r )  et S (r ) .  On ne 
peut donner la relation/u\ /, \ «) paree qu Votre les deux, fonctions D 
et S, ou ne peut, en general, éliminer la variable1 e.

Ce problème se trouve résolu, élans Termines limites, par l’emploi de 
séries convergentes qu'il importe d'introduire; dès maintenant, dans la
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théorie balistique; car les développements en séries, sous les multiples 
arguments qu’ils peuvent comporter dans la théorie générale, consti
tuent le fond des méthodes de la Balistique rationnelle.

D ’ailleurs, l ’utilité pratique de ces 'développements ressortira immé
diatement des quelques applications que nous donnerons plus loin

Dans le cas du mouvement rectiligne horizontal, il ne peut s’agir 
que du développement suivant la formule de Taylor ou de Mac-Laurin, 
en prenant pour argument une des variables #, t ou v. On ne saurait, 
par exemple, envisager le développement suivant les puissances du coef
ficient balistique c puisque cette lettre ne s’introduit, dans les formules, 
que par les produits ex ou c t.

Soit I* =<p(Ç) la fonction que nous nous proposons de développer en 
série. On pose l’identité Ç = Ç 0 — (Ç0 — Ç)? par la formule de 
Taylor, on aura

( 5 0 #(Ço— â î ( 3 ç* )o^ #~  Ç)S_ 3 Ï

Très convergente lorsque Ç est voisin de Ç0, et qu’on peut la réduire 
aux deux ou trois premiers termes, cette série deviendra d’un calcul 
extrêmement pénible quand on voudra en étendre trop l ’emploi. Elle 
trouvera, en particulier, une très légitime application pour chercher les 
valeurs limites des diverses fonctions balistiques.

109. Les six séries du mouvement horizontal. — 11 existe, avec les 
trois variables (u, x 1 *), six formules, chacune des lettres pouvant être 
associée à l’une des autres. Ces formules rentrent évidemment les unes 
dans les autres, ont une convergence du même ordre et peuvent se 
déduire de l’une d’entre elles.

Bien entendu, chacune de ces séries pourrait être calculée isolément 
en formant les dérivées successives, par,exemple

f d x \  (cfrir \
\dt)o’ \d&)  o’

pour la série x  =  y (t) ; les dérivées

pour la série t =  <»a (x) ; les dérivées

pour la série t  =  f Z (v), etc.
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Mais, si l'on employait ce mode de calcul direct et individuel, iJ y

cl complication d'écriture cl de formules.
Adoptons donc une de ces séries comme série initiale. Ce sera, par 

exemple, la série x — ç, U) que nous représenterons par la formule

C'est la formule de Mac-Laurin, déduite de celle de Taylor écrite 
plus haut (108), dans laquelle on a fait ç =  .r, £ =  V 0f, et où ; 0 =  o, 
puisque s  s’annule avec t. D’autre part, comme on a, par définition,

Les coefficients inconnus Pj, Ptî, . ..  sont des fonctions à déterminer, 
contenant c, V 0 et F0, ainsi que lus dérivées successives FJ, . . .  de 
la fonction F(e).

Calculons la série x  -= © {t); et, à cct effet, formons les dérivées suc
cessives :

110. Retour des séries. — Pour calculer les cinq autres séries que 
nous nous proposons de donner ci-après, en n’introduisant, dans tout 
l'ensemble des formules, que les coefficients P2, P3 et P*, il faut savoir 
comment une quelconque de ces séries pourra sc déduire des auLrcs.

aurait indépendance apparente entre les divers coefficients des six séries

=  u, lu premier terme Y 01 peut s'écrire directement.

On a

~  =  — <!*!?( F'*-h  F F*),

Ou aura donc les valeurs suivantes des coefficients :

I1* «  -  c Fu, »  c* F» Fi, P, -  -  c* Fo ( F J * +  Fu FJ),

Le problème, qui est dit le retour des séries, s'énonce ainsi qu’il 
suit :

Soit v) l'ardu meut de deux séries, bornées aux termes en V

(0

(»>

\ as vt îiî4TQ4“f-
Ç=rJ+ N,V*+- Nh *4-

P . OSIAllUONNIliU.  TOMB I*
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Los ineonnucs^du problème sont les coefficients Q 2, Qa? Qt* • • • i>our 
les obtenir, il suffit, évidemment, dans la formule (3), de remplacer

Ç2, X*, . . .  par leurs \aleurs en tj tirées de (2 ), de borner le développe
ment aux termes en 7|*, puis d'identifier les coefficients de cette équa- 
lion et de ( 1 ).

O 11 trouve ainsi les formules générales qui suivent :

Q2 =  Ma -  \ f, Q3 =  Ms -  N3-  2  W  M, -  N2),
Qt =  M* -  Ni -  3 \ (  M, -  N,; 4- ( > NJ -  ; N,)(MS -  N,).

Cas particuliers. — i° Pour exprimer tj en fonction de Ç, on fora 
M 2 ==i 1̂* o.

O 11 aura ainsi

Q2 =  ~  N„ Qs =  — N3 4- aNJ, Qv= -  Nvh- 5 N , N3~  5NJ.

Donc la formule cherchée sera

t, =  Ç « N 1 ? - ( N J- 2 N Î ) C * - . ( N 4 - 5 N * N i 4-5N*)Ç‘ -+-....

20 On aura souvent, dans l'étude des séries, à trouver le quotient do 
deux séries ordonnées suivant les puissances de la mémo lettre. Posant

t -f- A ï t{ -f- V2/)24- A^3-h. .. 
I 4- HiTi 4- I*â/)-4“ Bj 7j3 -H- • — 1 4- Cj'/j 4- 4- O jtq’1 4- ,  . .

O n trouve, en identifiant les termes,

Ci = Aj—
Cs =5 Aj— lîj(Ai — l>i),
C3 =  A3 — B* — l>i(Aj— l>i)4-(Hf — B.>)( At -  Ht).

3° Pour le produit de deux séries, on aura

( l  4“ Ai**} 4- Vi7!* 4- A 3>5® 4 - . . .  ) ( I 4* Hi 4- B 3ï )s4- B3 f)3 4- • . . )  
=  14- Ci 7) - r  G3Ti®4- C3 ri® 4".. • »

avec.
Cj =  \  1 4” b 1 » C i 3 2  Àj4" B„j4* Aj lt],

Gj =  'V3 4- B j -+- A j  B|4- B 4 Vi*

i° Série puissance. — O11 a

(1 4 -  A i  rt 4 -  A 2ri24- V3r,3 4 -.  . ,)m =  I 4 -  irj +■ G3 /js4 - . ,

a v e c

C3 = m

Ci*= fli.Vi, A* +  A ^ ,

(m — i)( m — y)
[! A 1 4 - ( ni —- 1  ) A j A 1 -f- À 3
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Par exemple, le carré% m =  2 , donne

Oi =  aÀi, C2 =  Vf-f-'iAa, C3 =  a(A 2 A j- t -A3 '.

Pour la racine carrée, m =  - » on a
2

Ct = Ai
2

C3 =

2̂ 3

Pour l’inverse de la racine carrée, wi = — -, on a

C i = -
A,

l t l .  Ensemble des formules. —  On trouve, par ce procédé de calcul, 
les six séries ijui suivent, associées deux à deux, chacune avec son 
inverse :

— V» / H- Ijy P*Z* -+- jj-j- Pj Z*-H jy  P, -t-. • 5

On rappellera qu’on a (109) :

Pj =  — cF«, Pjss c>FaF{,, P ,*  —«*F,(Fÿ +  F0FÎ).

Donnons mainteuanl l'expression explicite de ces séries en inlrodui-
y f 1

sant le degré it dj| la résistance à l’origine, c'est-à-dire il =  - ^ - 2.
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On «

Pj = — cF» P.i = n c*F«
" v T ’

P v =  — n ( - i n  — i) c»Fii
'iï ‘

Donc :

(II)

T i / cFiA , n / c F«\* nf?n — i)/cFi,\* 1

, * r  i / . F A  « —3 /eF„\* ,
' = v. L' ;  (t t ) r-— ï r  ( vr)

...]

Pour le cas d'une résistance monome : cF(r) =  J* v*, on fera, dans 
ccs formules, c F0 =  bn VJ.

Les fondions S r̂) et D(v), qui no sonl autres que ex et et, auront 
pour développement, dans le cas général,

8,''l - s '+ V + ; FK V 7 - 8 (FiF<- aPW( V ' ) ’ -

»(»! -  * .+ T. -  { (F .-Y .F i)  (Ü p-üV
»

-  J O’. F. F; -  aA « Fi ? +  a F« F,) ( t ^ - k  •..

Remarques. — i° On peut a\oir iulérél à exprimer x  en fonction de 
»’* et réciproquement, dans les questions où l’on envisage la force \i\e. 

On a alors les formules suivantes :

t.î=>Vjj +-aPja- +  ^ 3!*+ jYjj (VoPv— PtP4)» * + ...,

T ^ - v i i ___p»
aP, aP*Vii \  aP, J

(V ,I\ - K . . .

On peut, au lieu de développer par rapport aux données initiales do 
l'arc, développer par rapport aux éléments finaux: ainsi, on aura les deux
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v = V,-eP,<n-^ *SFUF0-  °1 t*F.(FUFÏT-Fÿ)  + . . . ,

u =  Vu—cFf — ^<«FF'  _£^«3F(FF , 4-F'5) +  . . . .

De ces deux formuler, on déduit la .suivante:

h  t - 1  V S - *» , 4 a n - i  (Vg-i-» ;*(V JB- 2 - - f 3» - ^
" « Vg" - 1 — us»-* +  3 ( ^ « - 1  _  i;a

t
Ainsi, pour n — 2 , on a

btt =
v i - « JL ( v ï - t ' V  J“

IV. — APPLICATIONS.

112. Calcul de la vitesse initiale.*— i° Principe de la méthode. — 
Les formules du mouvement recliligne horizontal sont couramment 
utilisées, dans les Commissions d'Expéricnces, pour déduire, d’une 
vitesse mesurée à une petite distance a? de la [bouche de la pièce, la 
\aleur de la Mtosse initiale V0*

La formule
c *  =  D (V *) ~ D( Vo ) ,

d'où
D(Vo) =  D( V,r ) — c t 9

lait connaître la vitesse V 0 au moyen de la table de la fonction D^n).
Pour obtenir \ on mesure le temps t qui [sépare la rupture des 

deux circuits de deux cadres-cibles, dont l’intervalle, toujours petit 
(rô V o), est t.

On prend Y ,r= --ct l’on suppose que la vitesse aux cadres, ainsi 

calculée, est la vitesse que possède le projectile au milieu de l’intervalle 
des doux cadres.

20 Erreur commise sur Y.r. — Cette h) polhèse n’est pas nécessaire
ment exacte : si Ton appelle Vw la vitesse au milieu de l’intervalle des 
cadres, \'m diffère, un général, do \ x et nous nous proposons de cal
culer ici leur différence.

Soient V| la vitesse du projectile au passage du premier cadre, cl \ a 
la vitesse du projectile au passage du second.

On a, entre l et ces deux vitesses, la relation

c/=:D iV,)-D (Vu,
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et, entre le temps t et ces deux mêmes \iusses,

et =  S(V2) — S^Vi),

de sorte que la vitesse que l'on jirend pour remonter à \ 0« 
expression

(O v -  D(Vs>-P(V.) 
s i v , ) - s ( V i r

a pour

D'autre part, on a, pour la vitesse \ m au milieu de l'intervalle des 
cadres,

c ^ D C V ^ - D t V . l ,

d’où

CO D(.V»,) — D(Vj) =  -  [D(VS) — D(Vi)J.

Posons Vo =  V t — ( Y , — V2) el développons par la formule de 
Taylor, dans le cas d’une résistance monomc (III).

Nous aurons :

D(V2 ) - D ( V . )

S ( V , ) - S ( V , )

— Va f 7i — i
r 1 L + a

V , - V .
v r

v, —v3 n(n—O/Vi-ViV
V, 31

v , ~ v ,  r ,  . « V| — Vg , / V i - v « \* . 1
\ ' {  L ‘ a v, • 3! \  V, )  ” J ’

D’après l’équation (i), la vitesse Y*, qui est égale au rapport de ces 
deux fonctions, aura pour expression

(3)
tr _ V,h-V, n
' * f *î V

D’autre part, pour le calcul de Y m, nous poserons

v ,„ =  V| — (V, — V,„).

En portant celle identité dans l’égalité (a), qui 
aura

V1 -V ,„ +  : • « ( Y i - V * » *  Vt - V ,  
V, “  a

définit 

V, ■

on

On tire de là :

d’où

(4)

V»- ' Y/h= “ (V|- v . ^ ^ m r V î Z ,
a. 4 Vt

Vm — V 1 + V 2
2

» - !  (V, — Vj)* 
2 . 4  V, *

Ainsi donc, d’après l ’équation (3) qui donne \ x el l’équation ({) ([ui 
donne V,,„ on voit :
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a. Que la vitesse calculée par la formule V  ̂=  -r*si toujours..
(/? >  o), plus petite que la moyenne des deux: vitesses \ , et \ j au pas
sage des deux cadres;

h. Que la vitesse \ „t au milieu de rinlervalle des cadres est plus 
petite que la moyenne des vitesses V, et Yw, si : n >  i ; elle est pins 
grande que (‘(‘lie moyenne si n <  1 ;

c. Comparons Y* et \ m. On a

Doue :

v \ r n - 3  (V, -  V.I*V,e ~= > y/i -t-
s! V, *

SI 71 > 3 , on a V t ^   ̂m \
si 71 =  », » Vf "■= \  tu l
SI 71 < 3, » \ T /  vi ’ //»•

D’après les formules du n° IIJ, on peut encore écrire l'expression 
de \ / sans faire intervenir les vitesses \ , et \ 2 :

,, /î — 1
* r= N/w-l----r p  y;

ou
h ÎL__! I

Il > ï

Ilrmanjur. On vérifie bien, en prenant l'équation Unie du mur.- 
veinent, (pu* \ ., \ m dans Je cas do n —

On a, «m <‘11 et iHW),
èfi r ~ - »

e \ «
d'où

.  _ v -
I -h//. Vu” r  ’

et, d'autre part (1)5), J),
\ u / .— a Y i-H - N « r )\ *>. /

Doue
V«

ce qui est la vitesse correspondant, d'après la formule qui donne t\ u

l'abscisse -•*>>
d° Formule des erreurs. * Pour discuter la formule de la vifessi' 

initiale D( \ 0) -Dt\/)- ex, il faut pouvoir calculer l'cireur d\0
sur \ 01 qui résultera dVnvurs fd\„ di\ <)t) c ĵnmises sur chacune des 
données du ealeul (\ r< r, :r i.
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En difFérentianl logarithmiquement la relation

e x  =  D — Do,
il viendra 

(0
de d x--- 1----

C  X

/jV V« AX' p—  ̂» x H- u > (Irx ro
D - D 0

Soit \ „ =  Vj. -H ( \ „ — \\r) avec t \ 0 —  \ x) assez polit pour que, dans 
la série de Taylor, le troisième terme puisse être négligé. On a

D - D , =  ( V „ - V . ï j î
On écrira alors

de , dx i T JV , V0F* 1
t + t = ÿ ^ v;  r  •

Mais on a encore

Fa = F , - t \ . - V , ) F l = F 0( i - » l î ^ Ï 2 ). 

On obtient ainsi la formule<A'o T - . V 0- V , 1  d\x de dxTT----T-- I 4- 1 I -- fl) ---TT---  = TT---- TT---1------1----
— Vl |, Vo J \o— \ & r £

Telle est la< formule générale qui permettra de discuter les erreurs 
expérimentales à craindre, ou, imersemenl, d’organiser les expériences 
de manière à obtenir toujours une précision suffisante.

4° Problème. --  Pour remonter de Y , à \ 0, supposons qu'on applique 
une loi monomc Bwrw de résistance au lieu de la véritable B,,/'". Ouolle 
erreur commettra-t-on. sur Y 0 ?

On peut écrire la formule qui donne \ 0 par le développement en 
jsérie du n° 1 1 1  (II) (d,k équation)

ou, en posant o 

<0

+  —  ( ^ — )* + •>o ‘A n > o /
ï _  V0- V *

ôBV?-2a?= 6 + 13» +  ....

Soit, d’autre part, V ( la vitesse initiale calculée quand on prend la 
loi Bmvm. On aura, en posant O) =  r ,

'  i

■ of ■ +■ •••b,„\f~2x = ôt-+- m  — i
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Posant, de plus, pour la différence des vitesses initiales V„ et V,, la 
formule Y, =  V0 (i +  e), on aura

(2) +  — ajs-t-...]=  r-r~-+ +H -s

Choisissons alors bm de manière que la résistance bmvm soit égale A la 
résistance bn vn en un poinl intermédiaire entre Y, et A 0, cl, pour cela, 
posons

le coefficient a \ arianl de o à 00, quand i' varie de V 0 à Y*.
On pourra écrire celte relation

h
bn'f. V ! »> ^ *+■ ■ ■ ]•

l)i\isanl U) par (i) il \icndra

£  1 +  8  J  p  —  f —  / w j  ô j  [ i - f - 1 m —  > ) e - h  . . ]

0-4-e m —  i / o h-  s V  
"" iH-s H 5 \  H - e /

ou, en ne conservant que les lcrmcs à la première puissance en s,

0  ■+• p * - - - - -  •— ( '/< — /? i) — ^  - j  8®- h  ( 77* — a )  8s - k  . .

% * m — i t .
ï - O •+■ 8 8 0 •+■ ■ — ■ 0- -4“ (771 —  l)3  û •+■ • • • )

ou, on réduisant,

a \ « -+-1 /

Donc, on écrira la formule cherchée, qui donne l'erreur commise,

Vi— V» n — w /  »« \ / V 0—Y , y
a V, ) ’\ » a \ <* H- 1 >

Pour a = • 0 , cYsl-ft-dire si £,«\ *  />nY ", on a

\ 1 — V0 h_ w / V » - \ ,V .
» \ v , ;  ’V,

Pour a  - oc, si b,„\ on a

V ,- V ,
Vc

n — m  ̂N 0— Vx y
a
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Si a =  i, c’esl-à-dire si bm (j  =  bn '  ̂ i on a

Vi = Vo :

l'erreur est nulle, au degré d'approximation admis.

113. Le problème de la supériorité balistique dans le tir  en mer. —
i° Deux navires possèdent le même armement (canons tirant un même 
projectile avec la même\iiesse initiale V„); ils ont la même vitesse de 
marche V.

Le bateau A poursuit le bateau B et tire en chasse; le bateau B, qui 
fuit, tire en retraite. Auquel clés deux appartient la supériorité 
balistique ?

Nous supposons que le tir est assez tendu pour que les vitesses sc pro
jettent, à peu près, en vraie grandeur sur le plan horizontal, (h* sorte 
que nous n'aurons à considérer que les formules du mouvement recti
ligne horizontal.

La vitesse initiale commune «les doux canons csl \ 0. Le bateau A, qui 
tire en chasse, lancera donc son projectile avec une vitesse (\ ,, +  UK 
Lorsque le projectile atteindra le but B, qui fuit avec, la \il<‘sse U, sa 
vitesse restante absolue sera u, et sa vitesse relative : vrx --- 7̂  - U.

Le bateau B, qui tire en retraite, lancera son projectile a\«»c une 
vitesse i \ 0 — t)j; lorsque ee projectile atteindra le but A, qui va sur lui 
avec la vitesse ü, il possédera une viLesse restante absolue <*l une 
vitesse relut n e : v/t =  r a—f— U.

Nous aurons résolu le problème posé si nous savons calculer r, et 
et comparer ainsi les vitesses absolues et relatives des projectiles au 
moment du choc.

20 Soit d  de la distance* des deux bateaux au momonL où ils foui feu 
l’un sur l’autre. Considérons les courbes.(#, t) du but cl du projectile.

Dans le système d’axes (rA/), le bateau B, à partir du moment où A 
fait feu, décrit la droiLc BQ, dont l’équation est x  —  ✓ /+ ü /.

Le projectile, tiré de À, avec la vitesse initiale (V0-|-lï), décrit la 
courbe AQ qui est celle que l’on obtient (98) par rélimiuation «le v 
entre les deux équations «lu mouvement :

ex ~ D (n — D(Vü-4-m) et et — S(e) — S(V,>-+- u).

La droite et la courbe sc rencontrent en un point Q, où la vitesse du 
projectile est viy telle que

ctii-i-Dti) = Dfei 1 — D(V0-t-»),
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(0 cd =  Dft»r) — D(VoH-m —ofS(,i’i) — SiV0-r a)].

3° Prenons, d'autre part, le bateau B qui tire, en retraite, sur le 
bateau A. La vitesse initiale est (̂ V0—  t)').

Fig. i 3 a.

La enurl>e BO du projectile et la droite VQ du bateau A, dont l'équa
tion est x  -  d  -U/, se coupent au point (Jj où la vitesse du projectile 
?\» est déliait* par la ridai ion

(a) cd  D( u81 — DtV0— uï-t-\i[S(i\>) — STVo— u »],

qui fait connaître ea.
Fig. i 3 3 .

/j° Sous la forme symbolique générale, mais compliquée, des équa
tions 11 ) et (*0, on peut, par approximations successives cl à l'aide des 
Tables balistiques, calculer et ra; mais aucune discussion du pro
blème nVsl possible.

Nous allons simplifier vos équations en remarquant que la vitesse U 

des navires esi petite relativement à la vitesse initiale \ 0, et, par suite, 
qu’un développement parla formule de Taylor est légitime. En négli-
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géant les termes en U2, on aura, d'après les formules du n° 111, les 
équations
(i bis) cd =  D(Ui j — D(V0) — » |jï( i'i) — S(,Vo) — ^  j  :

(2  bis) crf= D (i'2i-*D(V0)4 -B ^ S (i ',)-S (V 0) +  jjr]-

5° Faisons d'abord quelques remarques sur le mouvement. La courbe 
(3*, t) du navire A  (f ig . 13a) pari du point A avec une tangente égale à 
(V0 +  t>). La courbure augmente constamment et la tangente devient 
verticale pour =  o (tin du mouvement).

On sait (99) que si n Q est le degré de la résistance F^r) dans le voi
sinage de t'i =  o, la courbe (x , t) a une forme parabolique pour 7iQ'ta ; 
elle admet une asymptote verticale pour /î0> i , et un point d'arrêt avec 
tangente verticale pour n0 <  i.

En tout cas, il existe sur cette courbe un point V où la tangente PM 
est parallèle à BQ, c'est-à-dire où v t est égal à U. Le point M est la der
nière position où B peut être atteint par le tir du bateau A et la \itesse 
absolue du projectile qui frappe B est alors égale à U. La \itcssc rela- 
li\e est nulle. On peut dire que M est le point de boulet mort.

La courbe (u;, t) de B est de forme tout à fait analogue : elle parta\ee 
une tangente égale à (̂ V0—  U). Mais, au contraire du cas précédent, le 
bateau A pourra être atteint quelle que soit la distance initiale des deux 
bateaux [pourvu quelle soit plus petite que la distance limite \ 0 corres
pondant à r —  o, dans le cas d’une courbe t) finie (/20<!

Ainsi, il existe une certaine région où le bateau A, qui tire enchâsse, 
n'atteindra pas son ad\crsairc, tandis que les projectiles de celui-ci le 
toucheront encore.

On calculera la distance d m  du boulet mort par la formule ( i ) où l'on 
fera v =  tt. C'est donc

cd ,n ~  D(w) —  D( Vü-+- v) — ofSft»; — S(V 0-4- v)].

G0 Retranchons membre à membre les équations (i bis) et (a bis)\ 
on aura

Dm o -  D(i>js) =  t) [s( i'i)  4- S( «.,) -  2.S(Vo) -  2 j -

Mais v, et )'â ne diffèrent que par un terme qui contient t) en facteur. 
Posons v3 =  C|— < r , —  r2) et développons par la formule de Tajlor 
réduite au terme eu - -  c2). 11 viendra

»’* -  ’  ~  F. [S( vi) -  S(V0) -  a J j]  •( \ )
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Cetle formule ii'csl valable que lorsque r , et »'2 ne sont pas de gran
deur comparable à t).

7 ’ Pour discuter eetle équation, prenons le cas d'une résistance 
monomc cF( v t =  bHi'n-

On a, dans cette hypothèse (99),

K t  =  S ( i ’, ) - S ( V „ j  =  — —  ( v [ - " ~  Y*-" ».Jl *“  I
Il \ient alors *

V2=Vt+

Si l'on suppose que la distance d qui sépare les deux navires croisse 
s'» partir de zéro, on voit que, pour d =  o, il faut faire y, =  Vu -+-1>. 
Portant cetle valeur dans le crochet, il vient

V i =  1>1—  2 0 .

La vitesse r» est donc, tout d'abord, plus petite que rt.
Mais les deux vitesses y, et v3 deviennent égales quand la \itessc r» 

est tombée à la valeur

Celle valeur correspond à l’équation générale (S) en v faisant r , =  rÀ. 
C'est

S ( v t)— S( V.) —
Fo

o.

Après ce point d’égalité, la vitesse v3 l'este constamment supérieure 
à t'|.

Si n — :i, résistance quadratique, on a

Si n — i, résistance linéaire, on a

e. étant la base dos logarithmes naturels.
Donc, si deux navires tirent l’un sur l’autre, le chasseur atteint le 

chassé avec une vitesse absolue r, plus grande que la vitesse ra des pro
jectiles qui l’atteignent lui-meme, si la distance du tir est inférieure à 
une certaine limite. Pour une distance supérieure, le chassé a l’avan-
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On remarquera que la vitesse où la supériorité absolue passe de l'un 
à l ’autre ne dépend pas du coefficient balistique du projectile; le

rapport -rr- est une constante.
» 0

8® Etudions maintenant les vitesses relatives *vt=  r\ — de A sur B, 
et ^ ,,=  2̂-4- 1), de B sur A, a\ee lesquelles les deux navires sont 
atteints. *>

On a
l ' , , —  V/L =  t ' j — W i4 -2 U .

En portant ces valeurs dans la formule (4 b 011 aura

U,„= t’,,+  2 ^  |s(vi) — SlV„; — i i j ,

ou, tlan-s le cas d'une résistance n'*m :

O) Vr,=  «/•,-+
2 H » f (  V t \ n ‘ "J
^ i 1 \ v j  J1

Quel que soit /î, on a toujours t\r
Don? : La supériorité balistique appartient toujours au navire 

poursuivi. Elle croit quand la distance augmente.
Celte différence de puissance balistique en faveur du baleau qui Lire 

en retraite peut, en pratique, avoir quelque importance. Si dans la 
formule (5) on fait n =  2 , =  i  V 0 et ü =  2om (or qui correspond à

des conditions normales), on trouve

v,, = vf t -h 2 », d’où vr, = vri 4- 4om-

La cuirasse du tireur en chasse sera percée, celle de Tautre restera 
indemne.

9 0 Pour étudier d'une autre manière les conditions de tir de ces deux 
navires, calculons les temps t{ et t2 que mettent les projectiles pour 
arriver au but.

O11 a

jet* = S(v2) — Si V0— ») «  S(v2 ) — S( Vo) —
r u

cti =  S( «O — S(Vo— a) =  S(u, I— S(Vi 1 H- A .r «
On en déduit

c(r2— ti)=: S ( v 2) —  S ( v t) — u ~ .
ro

I
Remplaçons dans S(e2) la vitesse tirée de l'équation (4 ) et devis-
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loppons par la formule de Taylor. On aura

C(f2-  i , , = -  2” |s, Ü, ) -  8> Vu. -  •

Dans le cas d'une résistance monome, il viendra

Si 7î >  ^ !<-“ crochcl est positif et \ari<* <le zéro (pour r, =  V0) 
à i pour V| =  o. Aussi, pour ;t =  i, le crochet a pour expression

Si a <  i, le crochet est négatil.
Donc, dans tous les cas, la différence (/i— t {) est négative.
Ainsi, dans le cas d'une résistance quadratique, et pour le point 2 

où les vitesses absolues sont égales et qui est tel que e, =  on a

h
h — 1\ =-

W i

La différence des durées de trajet est égale à la vitesse des na\ires 
divisée par la résistance initiale du projectile.

Ainsi pour tt =  :u>m et £><> Vjj— *iom (meme unité que la gravité $'), 
on a

2̂— /i = — l8.

Il résulte de ce tbéorùine (pie la durée de trajet l> des projectiles tirés 
par le navire poursuivi est plus petite que la durée du trajet tK des pro
jectiles tirés par Je navire qui tire en chasse. Si donc les deux navires 
règlent leur tir par Inobservation des points de chute, le navire qui fuit 
pourra régler plus vile son lit* que celui qui lui donne la chasse. 'G’esl 
encore une autre cause, pour lui, de supériorité balistique.

L'avantage balistique du navire poursuivi, tant au point de vue de 
l’efficacité de son projectile qu'au poinl de vue du réglage du tir, croît 
avec la distance. l*n tir à très longue portée lui est donc favorable.

io° Quelle est, à chaque instant, la différence des vitesses des 
deux projectiles tirés simultanément?

Réponse :
a» F,Vi s  i»i ■

Ko

Quelle est, au temps t, leur position relative? 
Réponse :

/  * o - V , \
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A quel point se rencontreront-ils?
Réponse :

ar, =b ^  et a, correspondent à •

Ou pourra encore irailer le problème plus général où les deux bateaux 
auront des vitesses », et fl* différentes, où les vitesses initiales seront Y 0 

et Yo-t-dVo, et les coefficients balistiques c et c +  de.

l l i .  Problème du stoppage courbe des navires. — Cherchons à 
étudier la trajectoire (lu navire qui, machines stoppées, maintient sa 
barre à un angle fixe. La dissymétrie ainsi créée dans le milieu aura 
pour effet de changer le point d'application de la résistance qui, en 
marche rectiligne, est langenliellc. Cette résistance fera maintenant avec

Fig. i34.

la direction de la vitesse du navire un angle 3, que nous supposerons ici 
demeurer constant.

i° Équation du mouvement. —  Soient O l’origine du mouvement, 
O x  la direction de la vitesse initiale V 0, O s un axe perpendiculaire 
à O x  cl M la position actuelle du navire.

La tangente MT à la trajectoire, direction de la vitesse actuelle, fait 
avec l’axe des x  un angle 0; d’autre part, la résistance MR fait avec MT 
l’angle constant 3.

Si v est la vitesse en M cl cF(n) la résistance (qui [peut être aussi 
fonction de 3), la projection des forces sur les axes donnera les équa
tions différentielles suivantes :

Sur O jt,
. d(vcos6)

dt cF(v)cos(fl — 3);
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Sur
d\ v ^in 0 > 

7ft = — cFi ?*) .sim 0 — o i.

ni-

2° Vitesse. — La di\ision membre à membre élimine 
\icnl

sin  ( 0 — o)d { v eosQ ; =  cos( 0 — ô ) d ( c  sïnfl ».

En développant les deux différentielles et en faisant 
nécessaires, on aura

dv
/> =  — co t oe/0.

rF( vult* cl il

les réductions

L'inlégralc de cette équation est

v Vüc' fjcot S.
C/est l'équation de l’hodographc du mouvement, qui est indépendant 

de la loi de résistance de l'eau. Cette courbe est une logarithmique qui 
jouit de la propriété d'avoir ses tangentes toutes inclinées du meme 
angle 3 sur le rayon "vecteur. La vitesse r s’annule pour une valeur 
infinie de 9.

Celte intégrale n’est pas applicable au cas où 8 =  o, ainsi qu’on le 
voit en reprenant réquation différentielle' qui donne rfO ~~ o; c’est le cas 
du mouvement rectiligne.

Temps. — En développant la première équation différentielle, il
vient

cosO dr  —  r sia  0 d() =  — e F (  a )  c o s (0  — 5 J dt\

ou bien, puisque =rz — cotorfO,

(cosO h sinO tango) dv =  — «F(i») cos(0 — o )  d t ,

ce qui se réduira à 

Donc
dr  =  — c F ( r  ) cos o dt.

d t  ■
dv

c co*' ôF( r)

Par suite, le temps sera donné parla formulei— iS(i-)  - S( V») .«Coso1

On voit que, pour o —= o, cas où la résistance est tangcnliellc, le 
temps est bien donné par la formule ordinaire. Si o =  cela \enl dire

I». OIÏVHHONNIKH. ’loMB ï. 17
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que la résistance agit normalement à la dircctio'n «lu mouvement; elle 
n'agit pas pour modifier ce mouvement, qui est uniforme, comme il

résulte de l ’équation r =  V oéT6co,s, qui, pour o =  donne v = \ 0.
Pour arriver jusqu'à l’arrêt, le temps T 0 sera fini si n0 <C i , infini 

si n0~ i.

j° Espace parcouru. — Soit l'arc s défini par la relation ds == v dt. 
On aura

. v drd$ = -------- -j— - >
c cos BF̂ v)

d'où l’on tire

Pour arriver jusqu’à l ’arrêt, l’arc s sera fini si n0<C. a, infini si n0= **•

5 ° Coordonnées de la trajectoire. - Pour calculer x  et 5, 011 aura 
les équations

dx sa i» eo«*0 dt, dz -= c sin 0 dt,
d’où

, 1 vrosO , ? 1 rsiiiO ,dx = --------  ̂ tt;—-« c, «-  --------- 5 tccosô  b (c j cco6 ô F( c )

où il faudra remplacer cosO et sin8 par leurs valeurs en fonction de ?\ 
soit OcotS =  log Le problème est donc, dans tous les cas, ramené 

aux quadratures.

(î° llayon de courbure. — Si l’on prend les équations intrinsèques 
de la trajectoire en pi-ojèlant les forces sur la normale, 011 aura

1 v *— =  cFf <<)sin 5, r
d ’où ________

~ rFivJbinS ’

On \oil, d’après cette équation, que si la insistance est quadratique, 
<?F(r > — è,v*, la trajectoire décrite est une circonférence de rajou

i/isinè’ al(^Pen^an*,e d® la vitesse. On arrive à la même conclusion en 
intégrant les équations qui donnent dx et ds; ou peut le faire aisément, 

car devient — qui, comme' on l’a vu, est égal A — coto rfO.
On trouve

sinO t
®s=7— —s et i s s ------r ri — cosO),

ojsiuo CjsmS n

d ’où, en éliminant 0, résulte l ’équation d’une circonférence.
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7 ° Forme de la trajectoire. - - SoiL V !<• point dè départ du mou- 
vcment retardé.

Si n =  2 , le navire décrit la circonférence A  et comme l'espaces

Fig. iJ).
A

avant l ’arrêl complet doit être infini, celle circonférence sera parcourue 
indéfiniment avec des vitesses de plus en plus petite*.

Si n ^ 2 , la trajectoire est à spires diminuant de diamètre et de 
longueur finie, quoique le nombre des spire* soit infini, car 8 =  c© 
pour n o.

Si /i 2 , la trajectoire est à spires qui vont'en augmentant cons
tamment de diamètre et le nombre de ce* *pires e*L infini (s =  x )  
axant L’arrêt du navire.

8° Résistance linéaire. — Si /i-■ = i, on peut intégrer les équations 
qui donnent œ et z sous la forme

 ̂ ,0
-s y0 / e~() oot<5cos0 dO = -— 1 eô o — $ -+■  0 le-^cotôl,bi J0 biSinU' '

s =  V0^ -^  C c” f) col o sinO rfO sa ..1 sin o — sim o ■+■ 0 )(?~&cot8].

Pour obtenir ces formule*, il Mtftil d’intégrer deu\ fois par parties.
Les coordonnées du point où s’arrête le navire, 0 — vj (pôle de la 

spirale), sont doue
_ V<, cos *5 _ Vo r

b i  sina5 h i  sui $

Le point x {i, r 0 est situé sur la droite So--: -t’o et à une distance 

p -= de l'origine | celle [équation n'est pas applicable au cas

de £ 0 (2°) |.

Ho. Trajectoire d’un flotteur rectangulaire. - Soit un flotteur, par
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exemple une planche rectangulaire, dont le centre de gravité est lancé 
du point O suivant la direction OT a\ee la vitesse \ 0-

Nous faisons l'hypothèse que la résistance de l'eau est une force

Fig. i3G.

décomposablc en deux autres normales aux deux faces de la planche et 
passant parle centre de gravité O : leurs expressions sont suivant l’axe 
des x  : — ctrF[v) cosô et suivant Taxe des z : — c-F(r)sm O, les deux 
coefficients balistiques cT et cz étant proportionnels aux aires des faces 
de la planche.

Aucun couple n'existant autour du centre de gravité, la planche se 
mouvra parallèlement à elle-même et les équations du mouvement seront

/7i m rJx »
—  = — c*F(t>}cosO, — — c - 1-7 ii) wiift.

d r
Mais =  r cosô, projection de la vitesse sur l ’axe des x  et. aussi 

rn =  )' sinO, sur l’axe des 3 .Cf t
On a donc

d{ v cos 0 )
di — c>trF( i») cosO, d( r sinfl) 

dt — c*-F( njsin 0.

Éliminant F (v)dt, on aura

^(vcosO)'Cz av cos 0
d( v sinQ) 

vsinO 7

/ v cosO No _ / asînO 
\  V q cos 00 / v0 sin Û0

c’est-à-dire
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Supposons cz  ̂(\t, on écrira

/  V _  f  rosOi, V - /  în 0 y  * 
' <'»)/ ■ eosO / \smOu/

i 6 i

Pour /' =  <> (lin du mouvement), le premier membre e.st nul; donc 
muG =  <>; la courbe a une forme telle que le Ilot leur tend a prendre la 
position de moindre résistance.

Pour r =  x  (origine analytique du mouvement), on a 0 =  y  
Écrivons le s  équations différentielles :

d'où Ton lire

et, par suite,

a dv <r/0 „  .
eost) -j- — r  sin 0 -y- =  — < L ï‘ cosf), 

dt dt 1
• a dv dd .

dt dt ' ’

dv
dt i e- ) V( v »,

<= — !— r S tn - S iV ,) ] .V l' ~r~ < z

On (in déduit aussi Tare de trajectoire, par la formule

du =  v dt. d'où s =  — - [ B  t v\ —  D( V„) I.
C r + C ;

Le temps et Tare sont donc, en amont et en aval, finis ou infinis 
suivant les limites des fondions D et S pour v =  oet y =  x  (1)2, 1)3). 

Pour les coordonnées de la trajectoire, on aura

,r

ai

—  /
1 r  •-----------  /  pie ^ r s J pin 0

v dv
T ’

vdv

où sinO et <‘os0 doivent être exprimés en fonction de v par l'éqUation (i).
Soit, par exemple, le cas d’un bâton, où c,r sera très petit par rapport 

A rz <‘t sera négligé. On aura

f v y *  _  / tM>bO»y ‘" 
O w  ‘" v ’osO/

(Pou ecosÜ = c„ cosO,» ;

la vitesse horizontale est constante. On aura

,r = v{if cosOu, z i C" /  ~*'i v dv
«■ ../* V 1 ~  v

Celle équation peut s’intégrer dans le cas d’une résistance monorne 
K (r) =  B„r».



CHAPITRE il.
MOUVEMENT VERTICAL.

I. — MOUVEMENT VERTICAL ASCENDANT.

116. Mouvement ascendant dans le vide. - Soîi Oj* la verticale que 
parcourt le projectile lancé <lu point O avec la vitesse \ 0. \îordonné? y  
parcourue est comptée positivement de Ims en haut, c'est-à-dire dan* 
le sens du mouvement. Au point O. on a y ~ t  -- o.

. . . . .  . tfly 'L’équation di lièrent ici le d'un pareil mouvement, — £*, se met

sous la forme -- « et s'intégre aisément.di n
Entre les Lrois variables i r, r, t), existent les trois équations qui 

&ui\cnt :
r  =  V,,/ — -  g t \ y = V.L

Au n° 22, on a déduit ces équations des équations générales du mou
vement dans le vide. On a encore, en résolvant autrement les même* 
formules :

/ f ,  ----  i  1 V X r \rt  — \  „ J  ^  J  ,

Le projectile monte jusqu a une ordonnée maximum 
Y on a

On a encore

rji _  ̂o
t* Y, —- IL

U#

\ s - ï  .
A

r n
\ 1 O vo, où

117. Équations du mouvement vertical ascendant dans Pair. La
résistance de l'air, dont l’accélération est cb\ ? ' ) 5 agit dans le même 
sens que la gravité g> pour s’opposer au mouvement. On aura donc, 
l’ordonnée étant comptée positivement de bas en haut, l'équation 
différentielle suivante :

d*y
TP c E (r j—■ #.
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Comme on a — z= r, on pourra intégrer et obtenir le temps t par la 
formule

r v <h'
~ Jv.flFu-)-/,'*

L intégrale est prise à partir de la vitesse initiale A 0, pour laquelle on 
suppose t =  o.

On aura, ensuite, pour l’ordonnée r , entre les mêmes limites et avec 
i’hypollicsey  =  o, pour?' =  V 0, la formule

J(*v v dv
. cFu ' h -» o

Les f o r m u le s  ci-dessus, qui donnent t et y  dans le mouvement ascen
dant, sont parfois diLes celles de la trajectoire zénithale* lorsque la

verticale est considérée comme la limite, pour a =  d’une famille de 
trajectoires Y 0=  eonst.

118. Discussion du mouvement. — D’après l’équation différentielle 

^  =  - - cV(r') ", la dérivée —  est toujours négative.

Donc v décroît quand le temps augmente, de sorte que la vitesse, qui 
a déjà pour limite zéro quand cV(v) est nul, aura, a fortiori, celte 
même limite zéro si l’on ajoute — cF(?>) îl ( ~ © V Le temps Ts corres
pondant, mis par le projectile pour aller de Y 0 à o, sera

’__ c[±__
r  b’t a ) H- ff *

Ce temps Ts mis par le projectile pour arriver à une vitesse nulle, est 

toujours iini. IL est toujours plus petit q u e t e m p s  mis dans le vide 

jusqu’à l'amM du projectile.
Il en est de même de l’ordonnée maximum Y,s, qui est plus petite

Yjque —  •1
Mais celle démonstration suppose que la \ilcsse initiale Y« est finir, 

lüludions maintenant le mouvement en amont du point Y 0, en supposant 
que la vitesse r a été infinie antérieurement. Nous distinguons deux 
<‘as :

i° La fonction K(r), pour r-~oo, tend vers une constante [degré 
nx—  o (13)]. C’est comme si, à partir d’une certaine vitesse, la gra
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vite g était remplacée par une constante plus grande. Comme dans le 
vide, le temps T  mis de r =  ac à r =  et l'ordonnée Y x correspon
dants, seront infinis.

2° La fonction pour r =  x , de\ienl infinie. Donc cV{v)
deviendra, à partir d'une certaine vitesse, infiniment grand par rapport 
ù gi de sorte que, pour la recherche des valeurs limites, g disparait et 
l'on devra se reporter à l'élude des fonctions S (e ) et ’D(i')  pour r =  x , 
puisque t et j  sc réduisent à ces formes 9̂3 ).

Puisque T s et Yâ, à partir du point V0? vitesse finie, sont toujours 
finis, on peut, d'un coup, considérer la trajectoire entière et appelant T “ 
la durée totale et Y£ l’ordonnée totale de la trajectoire depuis r --  yz 
jusqu'à r =  o, on dira :

T® sera /£nz, si /z* >  1 , et infini, si < i ;
• Y® sera fini, si n* >  2 , et infini, si nx S 2 .

On peut donc dire, avec de Saint-Robert : « 11 en résulte que si la 
résistance de l'air suit une loi d'un degré supérieur au carré de la 
vitesse, il pourrait, suivant la grandeur du coefficient balistique, y avoir, 
entre les bornes mêmes de l’atmosphère terrestre, une hauteur limite 
au delà de laquelle nos armes à feu ne pourraient plus lancer de projec
tiles, tout en admettant des moyens de projections très puissants et 
même capables d'imprimer au projectile une vitesse initiale infinie, «

119. Fonctions balistiques du mouvement vertical ascendant. Nous 
pouvons poser, Y étant une \itessc arbitraire :

et écrire alors

Sv( e, c )
r° rfe 
V («’) +  *

/ - Ï Ç - S V . .

Mais, pour Ja \iu*sse arbitraire V, on peut, prendre ici V —- o, puisque 
lions avons vu que T , n'élait jamais infini. De môme pour Y ordonné y . 
Prenons donc comme définition des deux fonctions balistiques

S# fr, e) ou

Ai’tÜjC) ou

Vl« dy
H- g '

v dt> '  

-t?’
on aura

# - s f . . ) - s ( V ,) ,  r= --A (")-A (V « ).
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Moyennant le calcul fait, une fois pour tou Les, des Lubies des fonc
tions S (r, c), A  (?\ c), en partant delà fonction F ie )  expérimentale, 
on aura la possibilité de résoudre numériquement les problèmes du tic 
vertical de bas en haut.

Ces tables sont à double entrée, avant pour arguments >' et c.

120. Fonction 2 (r, c). —  Représentons graphiquement la table à 
double entrée (r et c) des fonctions SJ'. Nous porterons en ubscisse la 
vitesse r  et en ordonnée le temps t ou la fonction S£.

Nous aurons, dans le plan, un réseau de courbes correspondant à des

Fig. >3;.

valeurs déterminée* du coefficient balistique. Pour c =  o, la courbe

se réduit à t — - - —; c’est une droite OK.
a

Comme on a =  — rrr—,-----, on voit qu’une courbe c quelconquean cF(n)-)-Æ * 1 1
(i\ moins que nn— o) u, pour tangente en O, la même droite O K et que, 

pour v =  oo, on a~ï =  o (A moins que « ,=  o); les courbes auront

donc, en général, une forme parabolique à courbure tournée vers l’axe 
des u; clics s’étendront jusqu’il l'infini si T „ =  oo (/i* < i). Si T» est 
fini (n«> i), il existe une asymptote horizontale, spéciale pour chaque 
courbe c.
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Pour v oo, lu courbe se confond avec Taxe des v.
A partir d'une certaine valeur v, pour chaque courbe, suffisamment 

grande pour que, jusqu'à ?'=  oc, la gravité g soit négligeable devant

cF(?m, la courbe ï{ i\ r > devient assimilable à la courbe

121. Fonction A( i\ ci. - Le même procédé de représentation étant

employé, les courbes sc répartissent entre la parabole y =  — ^ , qui

correspond à c =  o. et l'axe des v. Les tangentes seront données par la 
formule

dy __ i»
dv ~ cF(n-i-^’

la tangente en 0  est tou jours horizontale.
Pour les vitessê  tendant vers l'infini, les courbes (v, y i tendent vers

la fonction La direction & l’infini est Taxe des j\ si n.,  ̂ ï, cl Taxe 

des y, si /?*< i.
Pour /?* =  i, on a une asymptote inclinée.

Fig. iû8 . Figi i 3 9 .

Dans le cas de /t* il existe une asymptote horizontale corres
pondant à la valeur finie Y®.

Les points d inflexion de la courbe (t», y) sont définis en faisant 
^  =  0. On u
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c l l e s  p o i n t s  d 'm l l c x i n n  s o n t  le*, r a c i n e s  d e  l ’é q u a t i o n

6* ~u c ( l*’ — u F ') =  o ou encore cF(V • =  —-— •n — i

11 ne peut \ avoir de point d'inflexion que si //> i. 11 y on aura 
autant que celle relation pourra être satisfaite de fois.

Dans le cas où la courbure de la branche infinie e s t  \ e r s  l’axe des t\ 
(/**>!)« il y a toujours au moins un point d'inflexion, la relation

r»
c l'i r ) =  - - pouvant toujours être satisfaite.

122. Arrêt du projectile. - « À l'instant où r==o, la résistance, en 
vertu de sa nature, cesse d'agir, et le mobile*, qui n’est plus sollicite que 
par la pesanteur, tend ù descendre el descendra effectivement si la résis
tance, qui reprend son action dans le sens opposé, peut être vaincue pai 
le poids relatif du mobile.

»> Arrivé donc à sapins grande hauteur, le mobile retombera si cFn"«, 
qui exprime la résistance, acquiert, pour r~c>, une valeur inférieure 
à g ; il s’arrêtera, au contraire, si pour v =  o, elle prend une valeur g. » 
(De Saint-Robert. )

Ce dernier ras ue peut se produire évidemment que si Ft r ) contient 
un terme indépendant de t\ donnant naissance à une résistance de 
frottement. La suspension presque indéfinie dans l’air des corpuscule* 
très légers s’explique par le fait de lu graudeur du coefficient balistique; 
de ces objets et de la présence, dans F(r), d’un terme de frottement de 
l’air, aussi petit qu’on voudra, si c est suffisamment grand, c'est-à-dire 
si le poids de l'objet est suffisamment petit.

IL -  MOUVEMENT VERTICAL DESCENDANT.

123. Mouvement vertical descendant dans le vide. On prendra 
pour axe positif deŝ y, la verticale dirigée de haut en bas, c’est-à-dire 
dans le sens du mouvement; la vitesse1 initiale est Y„.

De l'équation différentielle --- g, ou déduira alors les deux sys
tèmes suivants de Lrois équations entre l e s  variables i\ y  et t :

II)

V =  V|) -4- ÿ

y  =  Vo t -1  ̂g l1,

^ - v a .
1 1 1

■Vo

r  S= /V i t  4 -  - i g y ,

t -
Vo-n/V8 +  ag.y 

S
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On remarque que ces équations se déduiront de celles du mouvement 
ascendant en changeant g  en ( — g)  ^117'). Elles sont les mêmes que 
celles du n° 2 2 , si l'on remarque que le sens positif des )* n'çst pas le 
même dans les deux groupes.

Par analogie avec la trajectoire zénithale du n° i 17. les formules 
ci-dess’us du mouvement descendant correspondent à la trajectoire
nadirale ( a =  - ^1 de la famille des trajectoires \ 0 =  coiisl.

1 2 4 . Équations du mouvement vertical descendant dans l ’air. —
Adoptant la même convention que ci-dessus, c'est-à-dire comptant les 
ordonnées > positivement de haut en bas. dans le sens du mouvement, 
l'equation différentielle dans l'air s’écrira

dv  „  v—  =  — c* F(u) +  Ôrt,

On intégrera aisément et le temps t sera donné par la formule

dvI=s_  r ^
<*F( v ) — g

On a pour r =  \"0.
L'ordonnée sera donnée par l'intégrale

X ~ . c
v do

J y  cF{V)—g

On remarquera qu'on passe du mouvement ascendant an mouvement 
descendant en changeant £ en (-- g)  dans les intégrales.

125. Théorème de la vitesse terminale (Ilujgens). Quand l croit 
indéfiniment, la vitesse du projectile tend vers une limite finie Y7/.

La vitesse v croîtra ou décroîtra suivant le signe de la dérivée 
_  __ - r K(#')  ̂; elle pourra donc passer pour un maximum ou un

minimum définis par une vitesse V' telle que cK(V') ■ =■ =#.
Posons, au voisinage de cette vitesse V', ridenlité v ~  \ (\ ' — v ).

Par hypothèse ( \ '— v) est une petite quantité. On écrira

~ V Vo cK [ W ( V ^ r ) j ^ /

Le point V'étant un point quelconque delà fonction ooIl<i-oi
<‘sl développable, autour de ce’ point, par la formule de Tavlor; si ou la
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réeluil ft ses <lcu\. premiers termes. r F( A ' ) disparaît comme égal 
et il reste

— 1 r v r i i \ ' — v )  1 . \  '— \  o
fK'i \ ')J Vü V -i>  ~ c F ' l V } *  \ r *

Quand e tend vers V', le second membre tend vers l'infini positif; le 
temps t devient donc infini.

Pour l'ordonnée j', 011 trouvera, par le meme procédé.

y
1

cF'< V'i v — V0 ■+■ V 'lo g

eljp Lend également vers l'inliui. positif quand v tend vers Y\
Ainsi donc. la \ilcsse V'. qui est telle que Hm V'» =  g. ne peut éLre 

atteinte qu’au 1 >0111 d’un temps et après un parcours infinis.
On désigne la vitesse V' sous le nom de vitesse terminale; c’est la 

vitesse qui correspond à l’équilibre des forces qui agissent sur le pro
jectile, accéléré d’une part par son poids, retardé d'autre part par la 
résistance de l'air. Elle est définie par l'équation cF{ i .= g.

« Un corps, en tombant-a travers l’air, augmente continuellement sa 
\ ilos.se, mais toutefois en sorte qu'il n’en peut jamais excéder ni même 
atteindre un certain degré, qubesl la vitesse qu'il faudrait à Pair souffler 
do lias on liant, pour tenir le corps suspendu sans pouvoir descendre, 
car alors la force de Pair contre ce corps égale su pesanteur. J’appelle 
celte vitesse, pour chaque corps, la vitesse terminale. » (Huvgeus.)

Remarquons que la connaissance de la vitesse terminale V' équivaut 
à la connaissance du coefficient balistique du projectile.

Cas <Vexception. -- La démonstration préeédenLe suppose que la 
vitesse \ ! est différente de zéro et de l'infini.

i° Si V--=o, il faut qu'on ail, pour les valeurs de v s’approchant de 
zéro, —  < 0 , c'est-à-dire eF(o> ^ g .

Dune, la fonction F(u) doit conLenirun terme de frottement et cire 
de la forme Ft v) .=■  130+  B/2e", au voisinage de la valeur v .= o.

Posons cB0-- />„ ; si f>{) «*, la vitesse terminale est nulle.
Mais, dans ce cas, ni le temps ni Xordonnée ne deviendront infinis 

quand le projectile s'arrêtera. On pourra, en effet, écrire l’équation du 
mouvement

Donc, si b{) .*g, 011 se trouve dans h* cas du mouvement ascen
dant (H8), la gravité g  étant remplacée par ( g ).
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Le projectile s’arrêtera donc, la résistance de frottement du milieu 
étant supérieure au poids. Si le projectile ha ail été lance de haut en bas, 
il ne serait pas retombé [ 1 2 2 ).

2° Si \T,=  x . il faut qu’on ail, pour les valeurs de r s’approchant de 

l ’infini ^  >  «». c’est-à-dirc cV{ x  ') g.
Donc la fonclion F (c » doit, pour r =  ac, tendre vers une limite Ho? 

telle que cB0 <  g  ou 6 0 <  g .

Alors le temps et l'ordonnée •sont infinis comme dans» le vide, la gra- 
\ite g étant devenue {g--

126. Discussion du mouvement vertical descendant. — On peut 
maintenant discuter complètement le mouvement; pour cela, distin
guons trois cas» :

Premier ctts. — On a \ 0 <  V
A  l'origine (lu mouvement, le second membre (le l'équation qu’ou

peut écrire ^  =. — < | F( r j - F(\ ’)], sera positif.

La vitesse >' ci'oltrtf jusqu'il l’annulai ion de la dérivée, ce qui aura 
lieu pour e - -  \ ', au bout d’un temps infini et après un parcours infini.

Deuxième cas. — On a Y 0 Y'.

Dans eelte hypothèse, est négatif. Lu vitesse décroil, jusqu'il ia

vitesse terminale, qui peut être nulle. Excepté dans ce dernier cas,' le 
temps et l’ordonnée sont infinis.

Troisième cas. — On a \ 0 =  \ '.
Dans ce cas, le mouvement est. rigoureusement uniforme.

Corollaire. - -  Ainsi, quand on se donnera la vitesse n d’un mobile 
tombant verticalement dans l’air, si r <  V', il existe un point en amont 
d’où est parti le projectile avec une vitesse nulle.

Si, au contraire, v y-- V', le projectile a été lancé avec une vitesse 
infinie d’un certain point en amont et les propriétés de en point 

et Y») dépendent des valeurs limites, pour v — 30, des intégrales 
S ( î ’ ) et D(,e).

127. Fonctions balistiques du mouvement vertical descendant. - Ku
posant, V étant une vitesse arbitraire quelconque :

__ /■ *’ du
"" Jy T=— f

m f \

vdv
A  ( C ,  C ) OU Vie,  C) OU
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ou écrira

2JI

Si \„, c), y  =  V( t\ c * ) ~ T t \ u,c».

On pourra donc calculer, ttvec la fonction expérimentale F ( r ), le*> 
labiés à double entrée ( r, l) et (o, x)  des intégrales Â et Y pour 
diverses \uleurs du coefllcienl balistique c.

Fonction £(t’, c). - Si l ’on suppose qu'on a Y 0<  Y', on trouvera 
toujours, ainsi qu’on l’a dit au corollaire précédent, une vitesse nulle, 
en amont de V 0. Prenons donc cetle vitesse pour origine commune. 
Toutes les courbes (£, /’ ) ont pour tangente commune à l’origine la

droite t — ( si nt >  o) qui correspond à c =  o.

Elles ont toutes une asymptote verticale pour la valeur \ ' telle que 
cF(V')  — g (si nx>  o).

Mais, pour le cas où l’on a A 0>  V', on doil choisir arbitrairement la

Fig. i4 o .

vitesse \ . Si cette viLesse V est commune à toutes les intégrales, les 
tables ne sont valables que pour les valeurs de V '  V.

On pourra, pour les figurer toutes, choisir, par exemple, pour chaque 
intégrale, la limite V ~  2 V'.

La ligure ci-dessous indiquera la forme des courbes (r, t). En amonl 
de V, les propriétés des courbes sont celles de la fonction •

Remarque* - -  Si l’on veut représenter graphiquement tous les mou
vements verticaux (ascendants cl descendants) possibles d*un projectile, 

4
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Fig. iî i

\r
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on réunira sur un même graphique le* fonctions S et S ainsi que 
ci-dessus.

La brandie correspond au mouvement ascendant du projec
tile lancé avec la vitesse V0 et qui s'arrête en O au point culminant, puis 
redescend sim a ni la branche O Q '(2 ).

La branche correspond au cas où V u>  V' dans le mou
vement descendant. Pas d'arrêt du projectile, qui va de Qt(v =ao)  à
Q\(v =  \” ).

Le point V est la limite arbitraire de l’intégrale.

f V dv
J v cF — g

128. Fonction V (r , c). —- On discuLera cette fonction tout à fait do
a2la même façon; la paraboley =  —  (en traits interrompus) correspond 

à c —  o.
Fig. i43.

La courbe A est colle (lu mouvement ascendant; la courbe V(OQ/) 
est celle du mouvement descendant (V 0<  V') avec une asymptote verti-

P. tttlAtUUl0iMUlv IU\US U
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cale V'. Enfin, la courbe Q,Û,(V,) représente la fonction dans le cas 
de V „>  V'.

Les courbes (y, t>) du mouvement descendant peuvent présenter des 
points d'inflexion pour les points ot\ la fonction F(v) est telle que

Fig. i44*

d’abord il faut que » < i .  D'autre part, on devra avoir, dans cette 
hypothèse, c F (v ) > ^ ;  donc i>> V'.

Ainsi, sur la branche OQ', il no peut jamais exister de point d'in
flexion : il peut en exister sur la branche Q< û',.

Les points d’inflexion sur les branches OU et ü< U', s'excluent 
mutuellement.

129. Courbe (y, /). — La courbe (y, t)  pour le mouvement ascen
dant, qu’on obtiendrait en éliminant n entre les deux intégrales ï^o) 
et A(»), jouit,-au point Q, des mêmes propriétés que la courbe (x , 2) 
du mouvement horizontal (99). Elle admet une tangente verticale, à 
l’infini ou non, suivant le cas. Elle vient finir au sommet horizonta
lement.

La courbe du mouvement descendant part de ce sommet et admet 
une asymptote inclinée de Pour démontrer que cette asymptote est
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toujours à distance finie, on formera la différence

y — Vt d v
cF  — g

Fig. x4ô»

a;5

et, pour r devenant voisin de V7, on développera la fonction F par la 
formule de Taylor

F = FtVO -tV '-üjF 'CV')-*-..., 

et comme, au point V ', ou a eF (V ') =  £, il restera

r" <*» , _v„-v'
J Va « 1 ^ ' f V ' )  -------- CF'(V')’

qui est une quantité finie.
Une bnuiohe bans sommet correspondra uu cas de V 0>  V'.
La fi gu n ; i45 représente le cas de ».

III. -  CAS PARTICULIERS.

130. Résistance monome. --- i" Formules générales. — Soit 
F(v) =  B,|i>" la loi monome de résistance de l’air. Nous poserons 
CB/j =  bn J nous aurons alors les équations :

Mouvement ascendant:
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Mouvement descendant.

r* v,

I

dv
bnvn** Vo £ —

u dv

Vo i_

Ces équations sont intégrables pour toutes les valeurs entières de /*, 
à condition qu'on puisse résoudre l’équation binôme

l ± b*v* _  0

Soit V' la vitesse terminale, telle, par {conséquent, que bttV,n =  ÿ. 
En introduisant le rapport v == — dans les équations, on pourra les 
mettre sous la forme suivante :

Mouvement ascendant :

g t  r v rfv
v  = ' l .  ~ . V"

V'a
r  v v v̂

,/Vo I +  v« ’

Mouvement descendant,

i l  -  r  
V' " A  *

- j C \

rfv

V’î

Les seconds membres sont des quantités purement numériques, dont 
il serait aisé de calculer, une fois pour toutes, des Tables, L'exposant n 
étant donné. On voit que, dans ce cas particulier, ces Tables sont a 
simple entrée, la variable v.

Si l’on pose, pour le mouvement ascendant, v"= ta n g aÇ, et pour le 
mouvement descendant v" =  sin2Ç, on ramène les équations à des types 
connus en Analyse :

a° Trajectoire totale. —  Soient, dans le cas d'unu résistance
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monome, T® le lemps el Y® Pordonnce correspondant, dans le mouve
ment ascendant, à la trajectoire totale, de V 0=  x> à v =  o.

On aura
' (b*
J- v « '

Posons

il viendra alors

Mais un théorème connu d’Analyse (voir H u m b e r t , Cours tVAna
lysê  t. IT, p. 1 6 7 ) démontre que, a étant une constante positive, plus 
petite que 1 , on a

’® _  / •*  d t /* «

' X  i + ' ,n> V' ~ X  1

v" =  Ç, d ’o ù
1 j

d> = z ~ { n i
n  ’

i_ .
, _  r  r  ■ ,r 

~ X
m Y o =  r  
Y *  “  X

On trouve alors
J»

TC
sin«7c*

T « = It V '
lo rsq u e  n >  i ,

TC g  ’
n s m -  0 

n

n =
TC VS

lo rsq u e  n  >  2 .
. g 9 / i s in  —

On a, par division,

On sait que, si « > 1 , le temps T", et si 2 , l ’ordonnée Y® est 
infinie (118).

131. Formules différentielles. — Proposons-nous de rechercher 
quelles variations très petites (<)t, ày, du) correspondent, en un point 
de la trajectoire verticale, aux petites variations des caractéristiques 
initiales (dV0, d/>„, ùg) de la vitesse initiale V«, du coefficient balis
tique b„ et de la gravité g.

On a — — Ç  pour le temps, dans le mouvement ascendant.

On écrira alors

(O

Mais v =

ÎÉL _ à \ ” \ dv <îv0

V' V « y r j - 1 ■+• v« 1 1 -+■

ÿ 7 j <lone *

<lv (lu à Y ei <h{) t̂ Vo O Y

v ~  v V'

1»l>

%
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D ’autre pari, on a
bn \”« = g .

d’où l’on déduit
db* - „ ,* L - dJ .
~K n \  ~  g '

On portera ces valeurs dans l ’équation {1) et l'on réunira les termes 
semblables. On opérera de la même façon pour et aussi pour le mou
vement descendant. On formera alors le Tableau suivant :

Mouvement ascendant :

g d t  -h dv
I H -  V*

àVo
z-hvg!

• [(I -  n)gt -  + 75“ ï]

Vq̂ Vq 
14- vg ’

gdy- vdv
I  +  V » -  - (

i g y -
y* \  àbn 

1 4- vB/ nbn

| 4 - — n )g y -  

Mouvem ent descendant ;

JL "I dg.
14-vg ~t~ 14- v« J ng’

g d t
àv

[ — v»

gdy v àv 
| — y"

àVo
1 — vg

+  \0— »)ft +

___S_\M»
1 — v"/ nbn

_ J o____ « 1  d g .
t — vg 1 — v" J ng *

v* \àbn 
1 — v») nbn'

y »
*—vgjlt g

Dans les premiers membres des équations, se trouvent les variations 
finales de L'élément de la irajectoire; dans les seconds membres, on a les 
variations initiales.

Donc, sitôt qu’on se donnera l’une d’elles, ou une relation entre ces 
trois variations, les deux autres seront déterminées.
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Ainsi, pour les variations des éléments du sommet, on fera dans le 

premier groupe : v =  o et dv =  o. On trouvera :

êV« («■T, - V0 '1—  -J v„ •lÜ£
H-vg H-vgy i +  vg.U#-’
V0dV„ Vg >ï db* . r - - n ) g Y ,- v? •I v .I -(-vg I n b„ | * -+-vg .

On peut alors traiter des problèmes tels que le suivant :

Quelles sont les variations du sommet et du point de chute dues 
à une variation dV0 de la vitesse initiale ?

On a d’abord, d’après les formules ci-dessus, pour le sommet :

dVo
r H -  v g 1

?àY,= VodVo 
i -t- v J  '

Prenons le mouvement descendant, qui se réduit au seul premier 
membre. On aura

V»*V» VoàV0 
I — vg i +  v g ’

y  ta ï +  vg

Ainsi, l’augmentation du temps total est

\ Vta J I-+-V

On trouverait, par le même procédé, pour une variation dbn du 
coefficient balistique :

Somrhet ;
V« \àbn

«■+ v g /  nbn

Point de chute :

g à

Y  — / '  Vg v &
^  H vg I —  v«

T ftjV ®  — vg
i +  vj

Pour le temps total (TV dT, +  dTü„ on n

Remarques. ---1. On obtiendra les mêmes expressions que celles du
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Tableau précédemment donné en parlant de la formule

r L dvgt = -  ■
•A-. ,'V . l + b i v n

et, en difïérentiant sous le signe on a 

On écrira

g

vn dv dv Wa

( - H * i •+■  —  Vr" i-+- — V{{ 
8  8  °

cPôl ï

-  i f  I____ ^ 7 ( , - n )vn 1

(i +  ^ * ) 2 " J j + S ï * .  ( , +  ^ a -)*  J ’

. / % v n dv

! ' - H i — i * — : M- — U"
£

■ c o n s t.

On retrouve ainsi la première formule du Tableau. 

IL D ’une manière générale, on a

dv
( g - F - c F ) 1

v dv  
( g + c F ) '

-H àc 
J V*

r v

F d v _______ g  dv  f i  OYo

( f i  +  c F y  g c  F  fi - h  c Fo ’

v F  d v  g v  dv  g V » à V 0
( g  - + - c F y  £ -+- cF #  h- a F0 *

III. Pour certains problèmes, on rencontrera les memes difficultés 
que celles signalées dans le cas du vide (22, a°). Ainsi, à )* constant,
on trouvera

qui n’est pas valable lorsqu’on fait r =  o (sommet).
La solution correcte s’obtiendra en conservant le second terme delà 

série qui exprime dV0 en fonction de dt.

132. Résistance linéaire n —  i. —  Dans le cas où F(i») =  B4 n, on a 

è 4V '= £ \  Les formules s'intégrent et l’on a, avec v =. ^7 :
Mouvement ascendant :



CAS P*RTICULIBRS.

Mouvement descendant
281

££
V'

=  Iog
1
1

Vo

. log

De ccs relations, on peut, en éliminant v, déduire les équations entre 
y  et t ; ce sont les suivantes :

b \ y  =  ( Vo ■+- V' ) ( ï — e - b * )  —  g t ,  é , /  =S ( v 0 — V )  ( I — e - V )  -h

Pour TaltiLude maximum, o n  fera a  =  o dans les équations du m o u 

vement ascendant, et l’on aura *

/>1Ts =  logi— y — 9 ôtY5~ V o — \ lo g — 7̂7— •

Construction de Iluygens. — Sur l’axe Ov des vitesses v et sur l’axe 

vertical des construisons la logarithmique O : dont l’équation

est y, =  — loj» (ï — v), qui représentera le mouvement descendant, sans 
vitesse initiale; elle csl, en O, tangente à la bissectrice des axes et admet 
la verticale v — 1 comme asymplole.

Comme on a -= — v +  7̂ , on en déduit que la longueur BG située

entre la tangente initiale en O et la courbe est égale à
Le mouvement ascendant s’obtiendra par la considération de la même 

logarithmique prise (lu coté des v négatifs, puisque les formules du 
mouvement ascendant se déduisent de celles du mouvement descendant 
en changeant v en - v.

On aura encore, pour OA;=  la longueur B'G' =  “ •
Donc, soit vw la vitesse initiale avec laquelle un mobile est lancé de 

bas en haut; par B', on mènera la parallèle B'B à la Langcnlc ini
tiale G'O; elle coupe la logarithmique en B qui, puisque B 'C '^BC, 
correspond au temps où le mobile retombe sur le sol.

Par suite, tous les problèmes dépendant de eetle question seronL gra
phiquement solubles.

Temps de t*ascension :

Temps de la descente :

A'O » e h .

O A = Æ ;



CHAP. II. —  MOUVEMENT VERTICAL.fl182

Vitesse initiale :
' & _  Y®.A'B' T"

Vitesse au point de chute :
AU V(û.AB -- y, 1

Hauteur de Vascension :

B'C'=BC= Ç g -

Soit I le point de rencontre de B'B et de A'OA. On a 

A'O-t-OI =  A'B'=v0.
Donc

A ' i - s - e

0 étant le temps d’ascension dans le vide.

Fig. i 46.

Par suite, le point I correspond au temps de l’ascension dans le vide 
du mobile lancé de l'origine A ' avec la même vitesse V„. Les hauteurs 
d’ascension dans l’air et dans le vide sont donc dans le rapport du 
triangle curviligne B'A'O au triangle rectiligne A'B'I.

133. Résistance quadratique. — Si F(i’) =  Bat’2, on a V 'i  =  g .

Les formules sont les suivantes
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Mouvem ent ascendant :

b ,V 't 

b* y

=  arc tangvi — arc  tangv ,
i , i -t- vî =  r!og------UI + V ;! »

Mouvement descendant :

btV't

biy

Posant baV't == les relations entre y  et t' sont : 

ib ty  =  log y ° y aV cos*^arc tang — ie»t>s — y -— e('+  ^-ÿ —  e- *'.

L’altitude maximum (v =  o dans les équations du mouvement ascen
dant) sera donnée par les formules

^tV 'T*=s arc tan g  y »

1. V  * ,  V8 +  V'* aét Y, sa log — — •

i° On peut mettre les équations du mouvement sous la forme suivante, 
où v et y  sont exprimés en fonction de t  :

Mouvem ent ascendant:
\

v Vocosï' — V'sint'
V7 ~  V0sin « '-4 -V 'co st'5

bt y  =  log ̂  sin t  -+• cos f'j ;

Mouvem ent descendant :
\

v ( V'-h V*)«*'—(V'—V#)*-*' 
V' “  (V,4.V0)« * '+ (V '-^ (l)c-‘'’
, , i/V '+ V o  „bty=* loR-^- y î— c‘

V '-V , 
V 1

a0 Dans le mouvement ascendant, m l’on pose tanga6 =  
on aura les formules

r

O <;tifc(>6 4 -  t' 1
V7 sin(ii6-t- t')' bty . ,_sin(a6 •+•1' )

,0g“ ^ IÏÏl6----

Posons, de plus,
V' itanga* =  -
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on pourra mellre les formules précédentes sous la forme

Slïl 2 ̂ 5
6ïV'ï =  2(0 — 6 ), b%y -

3” Dans le mouvement descendant, on obtiendra des formules tout 
à fait analogues en employant les sinus et cosinus hyperboliques.

On a, par définition,

chr = ------ sh t’ = e*'— ,

Les équations du mouvement descendant seront alors

V' ~  V cli/'+V osh*  

Si Ton pose maintenant

7>a V s h t ' + V n C h / '  ô , 7  =  l o g ( W + ^ s h / ' ) .

y  itang haët =  rj- =  — , 
°  V, vo

on aura
o _ ch(aëj-t-f') 
V' _ sh(a6iH-f')’

, . , sh(2 iH-6i<';
6,7 =  ^  .... ,

formules exactement symétriques de forme avec celles du mouvement 
ascendant.

En posant
. u V' itangha<pt =  — =

on pourra encore écrire

6jV'/='i(<p, —ë,), 6*7 =  lo g |^ | | |*

4° Dans le mouvement descendant sans vitesse initiale, on a 

v =■  V' tangh/'. bty  = log cli tf

o 1 Enfin, dans le cas du mouvement descendant, on peut mettre les 
formules sous la forme suivante :

\ r ia. Si v >  V', posant cos a A =  on aura

b%V't=s log tang 
tangt̂  * b2y =  log tanga 

tangsip *

ô. Si v <  Y ', posant cos2 «L =  — =  v, on aura
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6° En employant l'angle s défini au n° 130, on arrive encore à de» 
formules très simples pour les deux mouvements.

134. Théorèmes de Lambert. — i° Relation entre les vitesses Y 0 de 
départ d'an mouvement ascendant et de retombée sur le plan 
du point initial. —  Faisant v — o dans l’équation du mouvement 
ascendant, on a

yr? “  ^ °S (, + v *'•

Faisant, d’autre part, v0= o  dans l ’équation du mouvemenL descen
dant, on aura

MJS. =  I io e — l__
V's 2 g i —  v*

L ’cgalilc supposée (le cl, de Y, donne la relation

( i - t - v S ) ( i - v * ) s = i .
Donc

et v? = T _ u 9  * VW

Gomme v0=  et vw=  ^ 7 , on a les formules suivantes :

V' V„ V'
Vo V/V'i +  VJ A ' s— V£

Ainsi, sur les deux côtés OA et OB d’un triangle rectangle, on por-

Wg* *47-

lera OA =  V' cl OB .= V0 ; la hauteur OE représentera la vitesse de 
chute Y a-
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La perte de force vive 6  == ^/n(Vj — V£>) est donnée par la formule

n  .
" j V •V?

a0 Chemin total parcouru. — Puisque ^
i _

W  =  ^ log^ -l-vj), corame

on a trouvé la relation i • v2 ’ 'ü>
on aura

£ l î  =
V'* “ logvw*

En vertu de l’égalité b^Y,s =  g, cette formule peut s’écrire

V<0

C’est la formule (99) de l’espace parcouru par un corps de coefficient 
balistique 6a dans le mouvement rectiligne horizontal, quand il passe 
de la vitesse initiale V 0 à la vitesse restante V w.

« Cette formule est assez remarquable en ce qu’elle nous met en état 
de comparer le mouvement vertical d’un corps avec son mouvement 
horizontal, car la vitesse initiale V„ est à la vitesse Vu qu’il a en retom
bant, dans le même rapport que si le corps dans le même milieu résis
tant avait parcouru la longueur Ys. On en tire facilement la conséquence 
que, dans le cas où le corps monte et retombe, l’action de la gravité ne 
fait que redoubler le chemin parcouru et changer la direction du mou
vement. » (Lambert.)

3° Temps total. — Dans la formule (133, a0) du mouvement ascen
dant

V =  oot(aê ■ +■ 1'),

Yoù tanga8 =  «- =  —, on aura, pour v =  o, l’expression y o vq

2 S • ■ T i-i

Donc la durée totale de l ’ascension sera

■ 4«T .=
2 ê,V'

Pour le mouvement descendant, on aura, en faisant V „ : 
la formule

o et D : ' 6)5V» _  e --
Y  ~ er+ e-r'
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V'+V,
V '-V »

V vRemplaçant —  par =  cos a 6, on aura
y V * -h Vj

##i n - c o s a f i  ~«** = ---------- 3 =s costang2o.
1 — cosas °

On aura alors, pour le temps Tw de la chute, la formule

6,V'TW=  log coté,

et, pour le temps total T =  T1-f-T<a de l’ascension et delà chute, la 
formule

6,V'T =  ^ — 26 — log tangS.

C’est la formule de Lambert.

4° H a u te u r de l ' ascension. — L’expression

, . sin(aê-t-*'
^  = 1°g sinaé

lorsqu’on y fait a 6 -f-T ' =  ' l , devient

bt Ys = —log sinaê.

)

Dans le triangle OAB, l’angle a 6 est l’angle en B. On a alors les rela
tions suivantes :

X- — tangaS, —“  as sinaê, Xjl ~  cosaé.
y'

« Donc, le même arc a6, qui est tel que tangué =  ÿ- suffit pour 
trouver d’une manière fort facile, et la’hauteur Y„ et la somme des 
temps de la moulée et de la descente, ou bien chaque séparément. » 
(Lambert.)

La perte de force vive s’exprimera par la formule

T »  ~ m VJ 005*26.

Elle est proportionnelle au carré de la ligne EB de la figure 147- 
L’angle 6, introduit dans cette théorie, sera souvent dit angle 6 de 

Lam bert.
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135. Problèmes divers sur la résistance quadratique. — i" Soit G un 
intervalle de temps déterminé ; soit a{ l'espace parcouru du temps 
( t{ —  H) au temps t{ et soit Vespace parcouru du temps tK au 
temps H- 6;. La somme

est une constante, quel que soit tt et quel que soit le sens du mouve
ment, t'M. d'Ocagne.)

On prendra l’époque t, pour origine des temps cl la position corres
pondante'du mobile pour l'origine des espaces; il sera très facile d’oli- 
miner la vitesse correspondante des équations qui donnent y  =  — tu 
et y  — — t/a pour / =  ±  0 : la somme cherchée est égale à %ei*,'i où a 

t,elon que le corps descend ou monte; a( est l’espace parcouru 
dans le temps 6 en partant sans vitesse, aa le chemin décrit pendant 
l'intervalle G qui précède l’arrôt du mobile. (De Sainl-Germain. )

a" Un point pesant, sans vitesse initiale, tombe dans l'air d'une 
hauteur sur un plan horizontal qui le fa it rebondir avec sa 
vitesse d'incidence. On demande à quelle hauteur il s’élèvera après 
le ni'em9 bond, lu résistance de l ’air étant quadratique.

Soit H, la hauteur initiale d'où tombe la bille, et généralement H,h+1 

la hauteur à laquelle elle s’élève après m réflexions.
L’équation différentielle du mouvement est

L’intégration donne
dy  =

v do
g — b9yi’

g
g — btv*

en observant que v et y  sont nuis à l’instant où la chute commence. 
Ainsi la vitesse vm du mobile, à l’instant du choc, vérifie l’équation

% Vm =  1 — «“ «V».

d’où

Considérons actuellement l’ascension qui suit ce choc, cl dési
gnons par y  la hauteur du mobile au-dessus du plan.

Nous avons
do

VT y = ~ g  — b\vi (mouvement ascendant;
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d’où

ï i i 108 (, + ^ l'*)s=
Si 1 on considère, eu particulier, l'instant où l'ascension commence, 

on aura

d'où

( 2 ) ~  o*, = e2hi' "n-t — 1.

Posons, pour abréger,
= ’J/w+l.

-- l =

Alors les équations cl 2̂) nous donnent

I r

j-i

I \
"m

1 I

U 2 «1

Ajoutons ces équations, il viendra

t____1
’J]

d\>ù

,J/W-r*l

=  M l

’Jl
m U|H- 1

Remplaçant o/Wfl et u, parleurs \aleurs, 011 trouve»

1 . (m +  i) eih*> » — m
~~ ,ÀfyÀ °8 mexi,À>, _  m ^  ,

Telle est la hauteur au bond.
Quand on suppose que la bille arrive d’une distance infinie =  00, 

la valeur précédente so réduit à celle-ci :

m 4- i
^ " " '- T Â I 108 m
[Knler, M e c h a n . ,  i. I, p. 192 (d'après Juliicu). 1

,'i" Formule <P Euler. — Suit le cas du mouvement descendant sans
l\ CllUUmNIhlt, TOMK 1.
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vitesse initiale. On a alors

MOUVEMENT VERTICAL.

(Von
*xê *y =s 6̂  ̂* g—fsv i* 

e-MT t— zeW'ebrf +  i =  o,

Posant eh*''*= on aura Z par l'équation

^ 2—  2 e b£ Ç - h  i =  o,  d*où Z =  'l =  e hà  ( i zh \/1 — e~ib*ï ), 

cest-à-dire, a\ec le signe 4 -,

/j2\ 7 = b2y  -4* log( i h- v7» — J.

On écrira, identiquement,

biX't -  +  ) + jlogO — \/~ >>— -7log(I— v/ ^

ou *

bt Y’ t =  bsy  +- -j- logI~~p= H- ~ logl,i +  \/ >(i — ✓  >.

Oi\ ce dernier logarithme est r — i — e~iht' ) =  e !A)' . 
On a donc

bt\ ' t  — bty  -h -lo g----- -
* « -  \f
*' * -̂-- 4- — loi» l‘- .> °

Mais loge” " - -  - a; donc

% />2 \ ' t — log

Telle est la formule d’Euler.

I -r- s/\ — e~*bà
i — \ r — e~■2 /> \

Formule de Poisson. - Même hypothèse que ci-dessus. Pour/,
très grand, la formule qui donne /  se réduit à

•±eh*' es t*e ;
d'où

y ^ b ^ ’t — — log*

5° £'/i pesant est placé dans un milieu homogène dont la
résistance est proportionnelle au carré de la vitesse. Soient /, le 
temps nécessaire à ce point pour acquérir une vitesse r et t.2 le temps 
qui lui serait nécessaire pour perdre celte même vitesse si on le lan
çait verticalement de bas en haut. Déterminer la relation qui existe 
entre les deux quantités /, et t>.

On trome

fh ® log tang^ -h b*\ 7aj  . d*. Jullten).
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6° L'n point pesant d ’élasticité connue r, tombe sur un plan hori
zontal, dans un milieu homogène, dont la résistance est proportion
nelle au carré de la vitesse; la vitesse initiale est nulle et la hauteur 
du point de départ au-dessus du plan est connue. Déterminer la 
longueur de tout le chemin q u il doit parcourir avant et arriver au 
repos.

Soient TI la hauteur initiale et S la longueur cherchée: on a

7 ° En deux points où tes vitesses sont les mêmes, y\ dans le mouve
ment ascendant et dans le mouvement descendant (yt et y a étant 
comptés à partir du sommeil, on a la relation

a = +  c~,Ao».

8° Soit, dans un système d'tuées rectangulaires, pris AC =  V', et

Fig. l iS .

deux courbes, la circonférence A l de centre C, de rayon V et 
l'hyperbole êquilatère AM de centre <" et de sommet A.
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a. Prenons à Q =  V 0 cl ÀP =  r. Démontrer que le temps, dans le 
mouvement ascendant * est donné par la formule

s t t i . c p q  
t  =  2 ----- ;

.4? ^

b. Prenons AR =  V 0 etÀ S =  r. Démontrer que le temps, dans le 
mouvement descendant, est donné par la formule

t =  n sec^ S s  (Prony, L e ç o n s  d e  M é c . a n a l  y  t 181Î.1

9 0 Formules différentielles. — Calculons les corrections qui seraient 
ducs à de petites variations des caractéristiques (\ 0, g , bn)• Les for
mules du sommet sont celles du nw 131 (mouvement ascendant où Ton 
fera n =  2 ) :

* =
£/\'f A \  0 a

Pour le point de chute, on a à calculer dVw et r)T. 
On trouve les formule&.sui\antes :

dbi 
•4 b 2 #

f A  ta __ t <A 0
 ̂0> I +  Vj \ |)

<)V(O _ V|) «te
• '(0 l-‘-V *2é'’

 ̂fl)
vg àh.

t-t-vj aôj’

^ 5 1 =  L t / l ± 2 "dV„,
1 -H vg

r n - - ( f r  +  l ± £ ï 3 s . ) ï £ .
\ H-%J /*A’

*<>r = — ( g i -  J-t / ' V ? v .)
\ n-v|j V a />2

Les formules de la première colonne sont déduites de la relation

V2 = 0
“ i +  vj

et celles <le la seconde colonne, de l’équation

fi*V'T =  — logtangë,

«sec tanga6 =  — •
v#

Ce sont des cas particuliers de celles du n° 131.

136. Cas d’une résistance c F (v) =  ba+- bt v -■  On aura.
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pour le mouvement ascendant:
293

dt =
.*1

d\»-H V -H r2 * d x
______ v dv______

cc qui 6̂ 0 étant supposé positif) conduira aux formules du n° 10 0 , au 
remplacement près de b0 par +  Les deux cas sont distingués

par (g  — -j plus grand ou plus polit que zéro.

Les formules donnant l’altitude maximum ou le temps d'ascension 
sont celles qui donnent T 0 et X 0 au n° 100. 

lJour le mouvement descendant, on a

dt = - f :
dv

■ g  -H 6o-*- b[V -h bt V* 1
______ v dv_______
—  £  -4- 6 ,,—  b\ v -4-  b v i'*

Go seront encore les memes formules, mais 011 b0 sera remplacé 
[>ar ( 6 0 g).

Si bü V  g\ lo mobile lancé de haut en bas ne retomberait pas.
La vitesse terminale Y 1 est déterminée par l’équation du second 

degré
b2̂  ,s-t- 6(3 ’ -h bu— fi =o,

d'où
, — bi±\/b\— ,\b2(ba— fi)
'  _  2 bt

ut *
qui n’est réelle que si - j  >/>3(&0— g), el positive que si (b-2 élanl 

positif) /;j — 4 b2(b0 — g ) > b ] ,  c’est-à-dire g >  60.
Si g^_ />0, la vites.se terminale V' est nulle. Le temps T el l'espace X. 

sont alors linis el donnés par les équations du nu 10 0 .

137. Cas d’une résistance cubique. — On a dans celte hypothèse, et 
pour le mouvement ascendant, avec bt \ L] =  g,

a __ r  *
JSt I-t-v’

Un décomposera l’élément d’intégrale comme il suit :

\ J » ,i+ v  \  v i- v -1- 1

et l’intégration donnera 

*gf(«) V' log V . + 1  ✓ v * - v  +  » . a r c  t a n „  A
\1 -L- . /..• .. . - ’ 2 - (V|)H-V) ■+■ 2VjVv-t* 1 \/vg — Vo-t-I
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Pour l'ordonnéo, on aura

| V v d»%I L  f  2 Ê L =  f  ch f  i l\ '2 / i _J_ / J -L» v / V*' * \  ' 1 * * V„ 1 « v„
( V -r- I ) ( h

- V *+- I

L.1 intégration donnera

) f i  Y  , V *4“ I \/v  rî Vo *+" I / t  ( v o —  v ) i /  i( >, =  I()o .— _  .1 Ü -..., • -T- arc u n § 7 — ■-------------
V * 1 a — (v,»-+- vî -+- 2 Vfl vv0“+-ï y/V — V-r*I

En faisant v =  o, on trou\e que le projectile s’arrêta pour 

T\ = ^- ( log /-"^ -..1..-  -h v/3 arc tang ■ ' —  \ ,
3^V V v j- v .- t - j  * - v

\ , = —  ( l ---------- h i/3 arc lani* ———  ).3.j? \  a v „+i  v * a — v,,/

Pour le point Q, à l'infini en amonl de l'origine (v =  =c ), on <i

Tx=:h ( >OS r r ^ =  - ^ arc,an8^TZ7 )>
\ a / ° V

«r \ — v,> —i— I r? { \
i g  \  °  v „ h - i  v  & ' > v 0 — 1 >

l'arc tang étant pris entre zéro et n.
Pour le temps total T “ et roi'donnéc totale \ a, on u

T1.  = arc tang(— / ï) '
/3,r

K  = arc tang(- /» '•
\'ig

Or, arc tang| _y/,> i — iao‘‘. Donc

t » — a c  1 !  v* — H -  —
“ “ t —  3V/T <r*

Ces formules eoïnoidenl avec celles du uu 130, a".

Mouvement descendant. — Quand le mobile redescendra, après 
avoir atteint sa hauteur maximum, son momemeni sera encore régi par 
les équations (i) et 2̂ ), contrairement à ce qui arrive dans le cas d’une 
résistance quadratique n =  2 , mais ainsi que c’est la règle générale 
pour le cas de n impair; les formules sont valables eu changeant, sim
plement v en ( — v).
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13<S. Autres cas d’intégration. — On peul encore résoudre lê  pro
blèmes suivants :

i° Cas d'une résistance binôme. -  Si c F( v j =  A0 +  6y,rw, le pro
blème se résout par les mêmes formules que dans le cas d'une résistance 
monome, en remplaçant g par [g -J- b0) (mouvement ascendant) ou 
par --  bQ) [ mouvement descendant;.

Loi de IHdion c F{ r) =  &*?•* +  6 , v\ — Le temps total T l  et 
l'ordonner totale  ̂ * depuis V 0=  oc jusqu'à r =  o sont donnés par les 
formules

t}( 3” +  *sQs)T- “  lo« ôTTTT -+•
>( 3

)Và = un, h9Z
\/#< lg

(r. ! , /  fi \
-+- î 6jQ * ■* >V b^i'J

=?-?•--■  ■■ ( -  -t- arc sir» - k / ' ' l  • 
H -  t * 2Q J  > \ ^  > \  A j Q V

La valeur de Q sc déduit de l'équation du troisième degré : 

àsQ 1— A2Q — fi =  o ( de Saint-Robert).

3° Même problème pour une fonction Ffe) =  Yc""’, pour le temps Tj,'. 

L'intégrale ^ ^ emv a P0111, ' ‘d*'1"'

y/? «T* =  ]og/i h- j  (de Saint-Robert ».

139. Influence de la masse sur la hauteur d’ascension* — « Lahauteur 
à laquelle s'élève un corps pesant projeté verticalement de bas en haut 
dépend de sa \itesse initiale, de sa masse et de la résistance de l’air. 
Parmi plusieurs projectiles sphériques de meme dimension, lancés avec 
la menu* vitesse initiale, le plus dense est évidemment celui qui doit 
monter le plus haut; mais, au lieu de supposer connue la vitesse initiale, 
on peul sc donner le travail dépensé pour créer celle vitesse (par 
exemple au moyen de la détente d’un ressort) et les choses sc passent 
alors d’une façon moins simple. Si Ton prend une masse infiniment 
légère, une dépense finie de travail lui communique une vitesse infini
ment grande; la résistance de Pair, qui croît sans limite avec la vitesse, 
absorcle, au bout d'un parcours infiniment petit, la force vive initiale et 
la hauteur d’ascension a une limite nulle. Si Pon prend, au contraire, 
une masse infiniment grande, la vitesse initiale est infiniment petite et, 
dans ce cas encore, le mobile ne peul s’élever.

» On conçoit d’apres cela que, pour un projectile de figure donnée et 
pour chaque valeur du travail dépensé au départ, il doive exister une
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masse correspondant au maximum d'ascension. Proposons-nous de cal
culer cette masse dans l'hypothèse d'une résistance proportionnelle a 
une puissance constante de la vitesse » (Lecomu).

M. Lecomu traite ce problème de la manière suivante :

L’équation différentielle g V  =  —  / — ■ s’écrira, en inlrodui-
«A .n -SÜ L

g
sant explicitement la masse m du projectile :

f
• \ 0

mv dv 
m -+- Kr"

en posant m ^  =  K.

Le coefficient K  ne dépend pas de m, ce qu’on voit immédiatement en 
écrivant

r . - f niv dv
\ mgJr ktft!"

Au dénominateur, mg représente le poids du projectile, cl K^w" 
l'autre force agissant, c'est-à-dire la résistance de l'air, qui ne dépend pas 
de la masse m.

Par hypothèse, la force vive initiale est une constante. Donc

iinYjjsstr. 
2 U

Posons f’J=  Vj|Ç; on aura

J ' * - * / 1---- — ?
0 m-f-KNgÇ*

Posons encore K V " =  — , ce qui, avec l’équatiou du travail, donne

On aura donc

g n

p -k *

Il s’agit de choisir p. de manière ù rendre maximum le produit
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En égalant à zéro la ilemée de ce produit par rapport à p, on trume

. / àl / *  dZ
n  ---------; * t » T i | | i /  ---------- ï -

J*-4-? J"

Mais, une intégration par parties donne
K

r ' - i * - — i - + -  r
-'0 ..T 1 ■+■ •* i ,

1

1
W Ô ) ‘

— ; _ + 2  f s  2 , / -
*■ *!* ,3 * 1 a  / / , /

ce qui permet de ramener l ’équation précédente à la forme très simple

*l n -h  2

s . 1 *i ( îji -H 1 ;
° ,u-+-Ç*

qui détermine complètement le coefficient jjl, inconnue1 du problème, 
c'est-à-dire la \itesse initiale cherchée.

Cas de n =  *2. —- Soit n =  2 . O11 aura

d ' o ù ,  p o u r  »jl, la v a l e u r  u  =  0 , 2 5 5 ,  o u ,  a p p r o x i m a t i v e m e n l ,  [a =  -  •

De cette dernière relation, on déduit alors le théorème suivant :
Quand on lance verticalement de bas en haut, avec une dépense de 

travail G, des mobiles ayant même forme extérieure, le mobile pour 
lequel la hauteur d'ascension est la plus grande vérifie les conditions que 
voici :

Sa masse est égale à le carré de sa vitesse initiale est

donné par la formule

On a V 0 ”  2 V .  Sa hauteur d'ascension est égale aux£ de la hauteur 
à laquelle il parviendrait dans le vide en vertu de sa vitesse initiale. 
La résistance /il qu'il éprouve de la part de l’air, à l’instant initial, 
est quadruple de son poids.

(On a, en effet A =  mbni'rt =  Kgvn.)
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Cas den —  1 . — Dan* cc cas, réquation qui détermina p s'obtient 
aisément sous la forme

Numériquement, 011 trouve p = 0 , 2 4 4 .

Cas de n =  4- — On a, pour déterminer p, l'équation

1 i yarctan«“7= = —L*i~ •
° V' p f* H- 1

Numériquement, on trouve p =  0, 21a.

Remarque. — Pour 71 =  o et pour n =  x  , on trouve p =  o.

Autre problème. — On traiterait tout à fait de la meme façon l’élude 
du tir vertical à quantité de mouvement constante, w V „ =  K, condition 
qui correspond à une égale fatigue de L'afliU employé au tir.

D'une façon générale, si l’on part de 1n \ 'J =  K, on trouve l'équalion 
de détermination de p sous la forme suivante :

z»1 dt __ n +  a

X  a l l x + l ) '!* b

140. Mouvement rectiligne sur un plan incliné. — Comme seconde 
application des théories actuelles, Lrailons, d’après M. Appcll, le pro
blème suivant :

Un point M est lancé suivant la ligne de plus grande pente du plan O r,

Fig. ifa.

incliné de l’angle c sur l'horizontale. Ues forces appliquées au point 
mobile M sont le poids mg, la résistance du milieu A sa mbnruy dirigée
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eu sens contraire de la vitesse, la réaction normale N du plan, et. enfin, 
la force <ï> de frottement, dirigée également en sens inverse de la vitesse. 
D'aprè^les lois cx[>érimenlales du frottement' cette force est indépen
dante de la vitesse du point ; elle est proportionnelle à la réaction nor
male X  et l'on a N tang?. l'angle s caractérisant le coefficient de 
frottement.

Mouvement descendant. — Prenons Taxe O# dirigé vers le bas et un 
axe O r  perpendiculaire au plan incliné. En écrivant les deux équations 
du mouvement, on a

md*r
7 F =S mg 5111 <1 — c‘R —i <]>, =5 N — mg cost.

Comme y  est constamment nul, on a

N = mg cost, 4* =s N tango =  mg cost tango.

Remplaçant aussi .k»t par sa valeur mbnrn, on a F équation

= jÇ/sniï— tango cost) — bn\'n

Trois cas sont à considérer.

Premier cas. — On a t >  cp. Le premier terme est alors une constante 
positive. En l'appelant g\ on a

d'-x
dfz g’—

équation identique à celle du mouvement descendant, étudié dans le cas 
d'une chute verticale dans un milieu résistant, sauflc changement de g 
en g * La vitesse tend donc vers une limite VJ, telle que

\ n<T l>n
g [  siut— langep cost)— , V'*(sin» — ta ns «p cost).

Deuxième ras. —  On a tango* <  ç. Le premier terme est alors négatif. 
Eu appelant on a

d*r 
dt* = —

équation identique à celle du mouvement ascendant étudié plus 
haut (119) sauflc changement de g evig%. La viLcsse diminue et s’annule 
au bout d'un temps fini T ; le mobile arrive donc, au bout de ce temps, 
dans une position où la résistance de l'air cl le frottement de glissement
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s’annulent, car la vitesse devient nulle. Le point restera indéfiniment 
dans cette position; car s'il tendait à se remettre en mouvement, les 
forces de résistance et de frottement de glissement apparaîtraient immé
diatement pour réduire de nouveau sa vitesse à zéro. Dans cette position, 
il y  a donc équilibre entre le poids et une rcacuon oblique du poids, due 
au frottement au repos.

Troisième cas. — On a t =  o. L'équation est alors

drx
I F = — où ch'

~di — bni'“.

C’est exactement le cas* du mouvement rectiligne clans un milieu résis
tant étudié au n° 92. L ’influence retardatrice du frottement annule4 l'in
fluence accélératrice de la pente du plan. Suivant la valeur de l'exposant /*, 
le mobile s’arrêtera à distance finie ou infinie.

Mouvement ascendant. — L’équation différentielle est

d̂QD
- = —  ^(sinar -h taagcp c o s s )  —

G’csl exactement l’équation du mouvement ascendant étudié au n° 119, 
la gravité g  prenant alors une valeur g (sincr -+• tanga coscr) toujours plus 
grande que g .

141. Développement en série de Mac-Laurin. — i° Dans le c a s  du 
mouvement rectiligne vertical, on a les dérivées successives suivantes de 
l’ordonnée y  par rapport au temps :

dy
dt
d*y — fcF ê \

d*y
I F c{c¥ +  g) /

G ( c F -4- g ) [ c F '’ * +  F 'r ( e F H- g

Ces formules sont celles du mouvement ascendant : si l’on change g  
on (—  g), on aura les formules du mouvement descendant.

Pour g — o, on retrouve les formules du mouvement rectiligne hori
zontal (109).

Posons :
P2 =  — (cFo-h#) ,  P®— c(cF«-+-
P * « — e(cF 0-+-£•) [cF'0*-+- F';>(cF0-+.#)].

Avec ces notations, les six développements seront exactement ( eux
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donnes, au n° 1 1 1  sous la forme générale; il nV a donc pas lieu de les 
transe rire iei.

Nous écrirons, par contre, les formules qu'on obtient en inlrcdui-
V F/ 1

sanl le < Ici; ré n de la résistance, n =  . _\mis> aurons

l»4Sa« ^ ! ( c F. +  i-)
et, si n est eonslanj,

Pv = — n (c -h fi » [( •> n — i \c F0+  ( n — i j£*].
' <ï

. c Koou encore, en posant p(, =  — !-,
Ô

A,â
I* i =  ZI w “  pü  ̂ ?U H“ n .  Fy =  —  II r - j  ? 0 ( p|)-f- f ( i  /i  — I ) 3 0 n —  1 ]• v o > »

Il viendra alors le* svstéme suivant :

( i )

(»)

y  -  V«# j I -  + yr?o(?o+ o(f^ )a

— ?#<?#+»; K»» — — i j ^ y + . .

* =  } 1 "+■ P o +  ') —  j î< '? o 4 -  i ) [( n — 3 )p „  —  3] j

St ’tyU =  \„ J I — ( 30-!- I) -h £7?o(?0-i- I) ^

* — y j  P» ( Pü -+- I ) l< i  «  — . ) ? « + « — l ]  (t £) -+-.•• J ,

( t )  ]
I A" ?» 't  ' •»! P« H- l \||

^ Po 
( Pü”*“ ï )2 1;[ (n 1 .?«-( n - i;J ( ^ 7 ^-)' •• (;

>) i »’ -  \ „ [ i - ( ? »  +  u f |  - H  A ( p 0 +  , J | ( n _ I) Po_ i ] ^ y + . . .

Mi) i y — — - ) i h— ■ 1 i — i j?o— i ré—2,— “ )
i ? « H - i  ( »  ! < p« - + - 1 » 1 v \  > »  /

I
On bien que, [tour g =  (t, ces six: équations m. confondent avec

les équations du inomemenl horizontal
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Faisons inversement c —  <»- U s  six équations donnent :

\ y — v«/— -* / 1,

! ' - £ R t f + O T - î r ( f ï ) , - 4
j « - ^ ;

^ g V  a’- '« /

Ce sont les équations du vide, la deuxième et la cinquième élan! res
pectivement les développements <Io

et de *,J = \s

d° On remarquera, en outre, les deux formules suivantes, où s'intio- 
duisenl y  el r 2„ déduites de celles du n° 1 11 (Remarque), < l dont l< s 
deux premiers termes sont fort simples :

* gy v< -  *■ *
?u+ >

n?o (\g —
ltpu-t-1)* \ d

fü Les tondions balistiques A ou Y  et S ou S sont développées dans le 
Tableau ci-dessus [équations (.f j cl (fi)]. On les donne encore de la 
manière la pins générale, sans introduire le degré de la résistance :

* '* > •>  Iou — 1 —-----
*<g < °)

g "' o ) 
ou

V< g < o ) ,

/_  ' / V«— A  ■ 1 -■  ( S<>— •' \*
J A '\  ?«-»-«/ ‘ > g * *  \  po-t-i  /

-  V. (ilTLi) _ J- v,rt +.) P l= £ V
a* \ pf+i / >êr 1 l0 ' V po-m  /

“  g j f  I O  o?S +  a p i )  i p« H-1) -  a  Vopi* ] ( - ^ 7  )* +  . . .

!>° Etablir la formule

, = h±JL,.
9.a g p«-i-i
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6° Formule de Littlewood. —  Posons w =  r +  on écrira, pour 
le temps :

dz
dt

d'où

==_ , . F . 5 - S 'n = - <-

dz . F ( s i .—fit — U -jt;--- t dt-i-. . ,
C’ 1’ 1 5 )  "  F f s i  * ’

ou, puisque r =  V„ — gl eu première approximation :

, Su>-+-A?n — S<\*) . é-F'i\#).,f _  —- -■■■■■■■ ■ — rpi" ■-v •> b ( \ o )

On peut établir une formule analogue pour Y ordonnée y, en posant

et en développant en série. Les premiers termes sont :

D < \ 0) , H F'tVo) ,
■ r== -------------?------------- + Ï T & 7 S 7 )^ + ~ "

IV. -  DÉVELOPPEMENT EN SERIES DE FONCTIONS

11% Principe du développement. —  Le dé\eloppemenl par la série 
<\e Mac-Laurin, qui a été donné précédemment. 1̂41 est tout à fait 
général en ce sens qu'il s'applique à unpoinl quelconque du mouvement. 
Mais il a'est \alable, avec un petit nombre de termes, tout au moins, 
que lorsqu'on ne s'éloigne pas trop du point pris pour origine du 
développement.

Ou peut donner, dans le cas du inoimunenl \erlirai dans l'air, deux 
autres séries qui comportent, dans l'expression de leurs termes, au lieu 
des dérivées successives de la loue Lion de la résislance prise à l'origine, 
des intégrales qui embrassent une région beaucoup plus étendue de la 
(onction Fin)  cl qui constituent des approximations suecesshes du mou- 
\omciU d'uuLanl plus exactes que le nombre d'intégrales sera plus con
sidérable.

Ces formules sont déduites de la (Comparaison de l'ordre de grandeur 
relatif des deux forces en présence, la gravité g et Y accélération de la

résistance de Caire  Fi e)  : iw lorsque le rapport jp — sera plus petit 

que l'unité, mi pourra chercher un développement sui\ant les puissances
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de - j imersc du coefficient balistique; a" loi'squc le rapport £llîL!
c S

sera plus petit que Tunilé, on pourra, au contraire, chercher un déve
loppement suivant les puissances de c, coefficient balistique.

Ces deux développements s'excluent mutuellement au même point, 
l’un étant comorgent et l’autre divergent.

1 i3. Développement suivant les puissances de l’inverse du coefficient 

balistique. —  On a, dans ce cas, par hypothèse, <  ï .

i° Mouvement ascendant. —  On écrira la formule du n° 117 sous la 
forme

du ic dt =  —

cFt î’ i

La fraction qui ligure dans le second membre se développera, parla 
formule du binôme, en une série convergente, et Ton aura, pour le 
temps :

* * — ^ î [— ( A H -
De môme, pour l'ordonnée j ',  on aura

' W A ) ”]-
Posons, comme définitions d’une série d’intégrales ou fonctions balis

tiques :

s - --------D  —

Il viendra

vt — S-1 — -  S -J +  ^ S -J  ( — U"1 ~£ni S-i«+l)*

cy =  D -i — ~D_s — D_j - t - i  ^  D-

a" Mouvement descendant. — On écrira

cdt = — idv
. J L s~ ftï) [r+ ^ ( & y + -- + ( a ) ”] ■

On voit ainsi que, pour passer du mouvement ascendant au mou
vement descendant, il suffit de changer g en — g).



DÉVELOPPEMENT EN SÉRIES DE FONCTIONS. 3u5

( )n aura, en remarquant que le sens où sont comptés le temps el l'or
donnée est inverse dans les deux mouvements :

— et =  S-, -H -S-J 4 - ~  S i -î-. . .  -h- S-

~~°y — D- i '+" w-o-

o° On remarquera que

S-1 =  -  S i I V - S i  V.;;

la fonction S étant la fonction balistique rencontrée dans le mouvement 
rectiligne horizontal 

De mémo, ou a
D-i=:D(iO — Di V»;.

Les premiers normes du dé\eloppenienl sont donc ceux du mouvement 
rectiligne, sous rinlluenee retardatrice de la seule résistance de l'air.

Los termes suivants, qui renferment g t introduisent de plus en plus 
rinlluenee de lu gravité.

4° Si l’on se reporte à la discussion des courbes des fondions S et S, 
A et V (12 i), on voit que celle première série sera :

P .  CH ARBONN IER* T O R E  I.
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a, Convergente pour le mouvement ascendant. de l'infini au point A 
où la vitesse devient V', telle que cF( V' \ =  g ;

b. Divergente de A' au sominel O et, pour le mouvement descendant, 
de O à £ï';

t\ Convergente, pour le mouvement descendant sur la branche ü, U|.

5 "Application au cas d'une résistance mommie. — Soit F(r) =  Brt?’w. 
Posons c F | r )  _  r Hfl v« y -  —  '

On a, pour les intégrales du mouvement : 

1 / V  \m f v éu ic __i /> y* r dv _ 1 " ~ ? U J  X /im — ï
f*v» r/ v0\»w 1

|̂vt-/ï/K_\ri «mj

>'/ r
I / £ • t  \  t U  t  ï / i j  \  t i l  ïn— -î ( fc)  X

= r/VoV/w 2 .]
L\ / J

Les formules du mouvement deviennent alors, ni posant < B hn 
Mouvement ascendant :

i l   ___;__ \ i h Y  IV„ (« —  d ? . i L\ >' J J
i 3 n

i - > n  —  i)p* l_V „ / ']

V0\« *' » <« — L\ f
+  r ï 7 r d T ^ [ ( T ) a" 't - l] + ----

Mouvement descendant :

£{  = ___ •____r , _ / v . i -  ' ] , . ■ r ,  / v ^ 3" - 1]\« i«—i)p„L \ »’ / j <>« — vpü l ' <’ / J
+  (3« - u ? l  [ ' “ ( t2) I 4--- »

f t y ■ r. / \ - n  , r r / \ i,\ *« * ï
\ü (/i —•i;pa| \ i' ) J (a« — •'ip.il1 \ <') J

+  — !___ [ . - ( ' ï î y r ’ V  ...
U ’ /1 j

I i  i . Développement suivant les puissances du coefficient balistique.
On n, dans ce cas», jmr Injaithèsc, c F ( »> i

< i
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i° Mouvement ascendant. — On écrira la formule «lu nw 117 sous la 
forme

dr
g d t = z  —

l -r- c F f v )
g

Développant, par division, la fraction <1 u second membre, on ont* 
série convergente, on aura, pour le temps :

Dp nipiw, pour l'ordonnéer, il \ien<li\i

, ! - r  p F / c F \ 4 / c F \ m | .
(t ) + ' * - u (t ) r -

Posons, comme délinition d'une série d'intégrales ou fondions balis
tiques :

S, i =  — g  ' " - 1 f  F”*dr e t D /w=  —  g ~ m“ l !  t'F'"dr.
«A.

Il viendra, en faisant t c l)  =  o, pour v =  Vw :

/ =  So —  c*Si 4 - c*Sjt 4 -« • . ( —  

y  = Du -  eDi4 i‘2D2 + .. .( - i)wM<,mD'«.

V* Mouvement descendant. — On écrira

Introduisant les mêmes intégrales S,w et D/w, mais qui, à cause du 
changement de sens des limites, de\ront changer de signe, il \iendra

/ ■= — | Sa 4 - c S i  H- 4 - -  • 4- c m |,

— | Do4- eDi 4- c*D*4-.. .-h c'wD„,1.

o° On remarquera que :

ii* t
^ f u

— -  t  rrfe e  —  -
A'tA- •**

e*)

Les premiers termes des formules sont ainsi les termes du mouvement 
dans le vidé. Les terni es qui suivent introduisent progressivement la 
résistance de Pair.

Ÿl Ce développement suivant les puissances dr c est valable :
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a. Sur la branche ascendante du point A' où la vitesse esl V' au 
sommet O (143, 4°) :

b. Sur la branche descendante de O' cl Q', car la vitesse v esl 
toujours inférieure à \

5" Application au cas à' une résistance monomr. — Soit F(t>) =  Bbu". 
On a. pour les fonctions balistiques :

3" “ - ?  ( t T j C ' " * ’ “  ï ( T ) ' = V r <V8” ' - 1- “ >
_ j_ v, ps1 r, _  /jlV",+11

c”> g (/1/H-hi) l  \\0/ J’

D- = - i  * " >

On aura donc : 
Mouvement ascendant :

» V» P f
e »  g  ( / i m - f - a )

V# \# n + 1 [ \\*/ J'r'an + i L \\o/ J**"’
s y _  v j — H p» r. / » \-+n . pü r. / >’ v fl+ n .
V Î  a V ï  «  +  2 L  \ V « J  J  2 H - i - v [  \ \ o  /  J

Mouvement descendant :

N» ft-t-I l \ \ o /  J *« +  I L \ W  J
gy _  f«— v» p" r / o y+ »  1 p* [ 7  »’ . 1 ,
T |”  iVJ + in-a|.\W J 1 '

Point culminant. — Dans les équations du mouvcmunl ascendant, 
faisons t> =  o, on aura

£ l ‘ = I - Po
n H-1 a n -H i_ 1 Po +  . pi

v? “ *2 n +  a ) n ■+■ a

3 «  H- I

PÜ

Chute sans vitesse initiale. — Dans les équations du mouvement des
cendant, on écrira

,« = » - v .+
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Donc, pour V 0=  o :

gt B ,, b,t vn+' , / M 2 v'-n+i
g  n  +  i \  g  J  i n  -+-1 

»’* b tl v tl+* / ô * \ 2

On peut écrire ces dernières d’une manière tout à fait analogue a celle 

du point culminant et introduire le rapport : p = Ou aura

g t  — P
v ~~ /i H- r

= I . P ,
ft +  a

P8
o./i -f-i

P*
‘2 /l -i- ‘2

2 1
i/lH-I

P3
3 n  -

Coefficient balistique des bombes d* aviation. — Comme application 
des formules, soit à calculer le coefficient balistique bn d’une bombe 
tombant en chute libre connaissant y  et /. On trouve

b  - (ft +  ï) ^ + 3) * f s r t 2 \
n  rt-t- 3  g ll~ l \  ajK /

Si la loi de résistance de l’air est quadratique, on a, en chaque point, 
l’origine des y  et des î étant le point où la vitesse est nulle :

i i-------- 3  == const.
y  £fî

2

Dans le cas d’une loi /ii€,uc, on a

- ---- = K i«~».
y gt*

1-15. Problèmes sur le mouvement dans le voisinage dn point oui. 
minant. —  P ïi£.m ie r  p r o b l è m e . — On lance un corps de bas en haut 
avec une vitesse V 0; quelle est la perte de vitesse qu'il aura subie 
en retombant à la même altitude y  ?

Prenons le cas d'une résistance monomc.
Dans le mouvement ascendant jusqu’au point culminant (w =  o), on 

aura
*Y. — —  vg+* •+• ( 5sV— 1—  vî»+* -«-+-2 0 \ g  J a/i 4- a

Dans le mouvement desrendant, pour l’ordonnée Yt à partir de V 0 =  o,
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^ ,«  i  ,.i+  ^  - j l . ,« ^ + (  bJt y - j — , «♦ *.
i  #  n  -4-2 \  £r /  a

Égalant ces deux valeurs de \ v, il \iendra

£ /< -h 2< \ g  * a . +  , . «+■*)

4 -Y — y ---- 1---- ( \  J«+J _  tfîn-H I _  ( h .  V _ J -----( \  ■>»+*

Posons v =  \ O — s. On a, par la formule du binôme :

" ' * = ' ? ( — f . ) M

y,1— t ë ) ‘— ■ ]
Porrant dans Tonalité ci-dessus, développant, cl ordonnant les termes, 

il n iendra

hi _ 1 _ \ 2 h-  ̂— V-î—2— v*«A «4-3 rrs
s*

( — y  T- 2— v  - a - \ *\ g  J i n - h 2 \ g  J  >11-r  a> « -r- a
1 « T 1

14-  7« 4 - i ) \ g 4 -  -+- i j \ ü " -  . . . J

H  ( « 4 - 1 )  v ; i  4 -  ^  ~ ^  " a  n (  -J /) 1 )  \  i  "  -, - . . .

•ï
£•*
F

« & vwD'après ecla, rf- est de Tordre de . Si donc on conserve les 
' 0 fi

ternies en s2, il faudra prendre

— vs*  ̂— «f \ ^ \ g + *  I -  - ,A ,14- •> L A J a

d’où Ton lire, pour l'expression de s =  \ 0— o, la valeur

«(I — V’i)  -  — —  — \ «+1 fl  4- —V A V « 4-3  ̂ 0 V g II ■+■ >/
OU

ou encore, puisque 

e

\ „ ~  = _ i _  ^  JJH ( « ü  O U  , 
» +  U  \ »4-a a ,J

ô«V« =  i, on iiUtoduisnnl la vitesse terminale \” :
© k

Telle est la formule qui résout le problème^osé.
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La perte do force vive ô t donner par la formule

' ‘ - « - m ï n ' - w - " - ] -

Remarque. — Dans le cas de n =  2 , on a

O11 peut vérifier que colle formule coïncide bien mec le dévelop

pement suivant le s  puissances de ^  de l<i formule de Lambert < 134 > •

N<> \ V 2- M r;

DkumLmk peoijlèmjc. — Cn corps tombe sans vitesse; if arrive à un 
plan situé à une hauteur ) { au-dessous de son point de départ au 
bout d'un temps t. Pans le ride, il aurait mis un temps (t — a). 
Quel est le retard a q u 'il a subi du fa it  de la résistance de Pair?. 

On a, dans l'air :
1 * bn O74-

i =  — r*-\-------------1-------2 g  n  2

et, dans la vide

bn r" *«!// —  i» -4 - — — - ■ ■■ "■■■■ ■ -f- , . ,

• y { =  - ( r  -f- r,)2, g \ t  — a )  =  r  -4- yj.

égalant les valeurs do on en déduit pour •/; la valeur suivante :

r ba
n n- > ■ rfl 11,

Portant clans la seconde équation, il vient 

a = l 1 ‘g g n h- •* g

Remplaçant t par sa valeur, on aura

„ »  i i s  --------- — *£ !---------------------
fi fi «-+->/ g g ( « ■ + •  »>

ou encore, en fonction du temps t :

t>„a sa (n -M)(» -b‘>)
gn  l ; « n ,
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Le capitaine Bréger, dans ses études- sur les chronographes, a 
employé une formule qui est un cas particulier ( n =  2 ) de la précé
dente :

Remarque. —  Par une méthode analogue, on pourra calculer les 
termes successifs de la série du mouvement descendant lorsque le 
mobile part d'une vitesse initiale nulle, auquel cas les développements 
de Mac-Laurin dun° 141 ne sont pas applicables.

On a, pour les premiers termes :

■ = f [ - (« -hij (« 4- a) ĝ( s n n-
a)

146. Mouvement au voisinage de la vitesse terminale. — Los s é r i e s  

précédentes, quand on y fait, pour le mouvement descendant, la vitesse r 
voisine de la vitesse terminale V', ne donnent plus qu'un développement 
tout à fait illusoire, car les fonctions t et y  croissent au delà de toute 
limite, tandis que la variable r  n’éprouve que des variations insigni
fiantes. Aussi le problème doit il être traité à part.

Supposons donc que le projectile soit arrivé à posséder, dans son 
mouvement descendant soit sur la branche ()£!', soit sur la branche il'11' 
de la courbe du n° 129, une vitesse r peu différente en moins ou en plus 
de la vitesse terminale V7.

Posons identiquement r =  V '— ( \ '—  v) et supposons ( \ '—  r) une 
petite quantité, relativement à laquelle nous effectuons les dévelop
pements en série des deux formules du mouvement descendant :

g dt~ dv
cK(aj et r dr 

cF(e

On écrira, pour la première, en développant la fonction F(?\> par la 
formule de Taylor :

cF(tt)
g

« i  -  " F ( V 0  +  ^(V,- - r , Fy(V/) - - ^ l l ir .V l  FI V)
g g

cl, comme -  F ( V )  =  i, il viendra, en n’allant pas au delà des termes 

en F" :

cF'(V')<& = < l ( Y — u) 1 F
Y — v  a F i > )
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Ou intégrera, avec l'hypothèse v =  V 0, pour t =  o :

V *__ v  i T7"

• r i - ta« T = 7  +  ÏTP<*“ v « > - ." .

L’ordonnée y  s’intégrera d’une manière tout à fait analogue par 
l’équation

Y'_y  \
, F >  =  V'log 1 +  ( ^ r  -  «) <« -  V„; . . .

Enfin, l’élimination de v entre ces deux équations donnera la for
mule

y  =  V '/-

Mais, si F(v) =. on a

F '=  n  B» a"-1 ,
d’où

c  c F
— I1 — — ;g 8 v

Fig. i 3 i .

et comme  ̂F( V ) =  i * on a

- V 'F '= / i .
8

Donc, on aura la formule

u n '
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Ainsi le mouvement tend à de\enir imilorme, avec une allure expo
nentielle.

La courbe < r. t) part du point O avec une tangente égale a \ 0; elle 
admet une asymptote inclinée de l'angle  ̂ et qui coupe O y  au point A 
tel que *

OV -=

qu'on peut écrire encore
cV ’

0  \ ~ (Vo--V)V
ë

V. -  LA TRAJECTOIRE DES PROJECTILES CYLINDRIQUES ET DISCOÏDES.

147. Hypothèses de la théorie. - Comme application intéressante de 
l'élude qui vient d'élre faite du mouvement \crLiraI, nous traiterons le 
cas du mouvement clans l'air des projectiles cylindriques et discoïdes.

Ces deux espèces de projeeules, qui sont constitués l'un et l'autre par 
un evlindre de révolution, différent au point de vue balistique en 
ceci : pour les cylindriques < l), la rotation autour de l’axe de figure que 
leur impriment les rav tires du canon est, à la bouche, parallèle à la tan
gente initiale; pour les discoïdes ( TH, la rotation est, à la bouche, per
pendiculaire à cette tangente.

Mais la théorie balistique des uns et des autres est la même, au degré, 
cependant, où nous pousserons notre élude qui est seulement qualitative ; 
c'est celte première approximation que nous permet d'atteindre l'hvpo- 
tlièse suivante.

Fig. i .o .

Si un plan se mont dans l'air avec une vitesse r, faisant avec la direc
tion de la normale au plan un angle 0, la résistance que l'air lui oppose 
est due à la seule \ itesse v cos6. normale au plan cl appliquée au rentre du 
ligure de ce plan : elle sera donc exprimable par la formule e, Î1 (t; ro s O  ï,
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(»Ù Ci représente le coefficient balistique relal if a la sreLton S, du plan.
La même décomposition en deux forces sur la surface cylindrique du 

projectile conduira à exprimer la force agissante par raFi rsinO) et à la 
supposer appliquée au milieu de Taxe du projectile.

La résultante des actions de l'air passera ainsi au centre de gravité du 
cylindre; il n existera, par suite, aucun couple perturbateur du mou
vement de rotation, qui se conservera sans changement * l ’axe du pm - 
jectile  se maintiendra toujours dans la direction initiale.

La nature de ces Ii\pothèscs ne permet d'espérer, par leur dévelop
pement, autre chose qu'une indication générale sur les phénomènes qui 
se passent eu réalité. Kl las suffisent cependant pour expliquer certains 
mouvements balistiques d’apparence paradoxale, qu’on peut avoir 
l'occasion d’observer.

i i8 * Équations dix mouvement des projectiles cylindriques et dis
coïdes, — Supposons un projectile cylindrique (le raisonnement et l<> 
formules sont d’ailleurs tout à fait analogues pour les projectiles dis
cordes} animé d'une grande vitesse de rotation autour de son axe de 
figure; à l'origine, octave coïncide avec la tangente à la trajectoire qu'il 
va décrire dans l'air, sous l’action de la vitesse \ 0 qui lui est imprimée; 
l'angle de projection est a.

La vitesse de rotation restera inchangée et l’axe conservera une direc
tion fixe dans l'espace.

Prenons pour aves de coordonnées : U ; direction de la tangente ini
tiale cl <)$ perpendiculaire à Os, dans le plan de projection. Le projec
tile étant en AI, si 0 est l'inclinaison de la tangente à la trajectoire, c’est- 
à-dire de la vitesse r sur l'ave Os, les deux composantes de cette vitesse
seront :

e cos fl, n o r m a le m e n t  à la tè t e  d u  p ro je c t i l e ,  

v sinft, n o r m a le m e n t  à la su r fa ce  la té ra le
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Les composantes de la résistance seront donc, dans notre hypothèse : 

— C j F ( v  c o s ô ;  s u r  O c  e t  — c ^ F f c s i n Q )  s u r  0 ? .

Les composantes de la gravité seront :

—  ^ s i n a  su r  O z e t  ^ r c o s a  s u r  O J.

Fig. x5 {.

On aura donc, pour équations différentielles du mouvement, en pro
jetant sur O puis sur O? :

d* z 
Ht* =  — §  s i n a —  c*4 P(i» cosO),

d * l  *
=  © c o s*  — e j F f  ü s inO).

ds
= s r c o s O  e t

d\ O*51*11 0.

Mais on a

lü dt

Par suite, les deux équations deviennent

d (v  c o s ô )  . Av---- ~ ---- =  ~  £• sina — cjFfr cos 9),

d ( v s i n O )----- - ---- -s ÿ cosse — v sm 0).

Ainsi donc, les \ariablcs se trouvent séparées : les deux mouvements
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suivant le* axes sont indépendants l'un de l'autre et sont ceux d'un 
point lancé verticalement en l'air, problème dont la solution est connue. 

On aura par suite, suivant O s :

r vco"̂  d(v c o s Q i  ___ __  Ç x'<0*() v c o s 0 d\ v c o s 0 j
J Xo g s i n a  -h tiF{v c o s ô j 9 *  "" J y # s i n 3 - r - C i F u * c o s &  >’

Sur Oç, on établit deux équations analogues, en remarquant toute
fois que les limites des intégrales sont v sin6 et O :

t d{v sinQ)
g cosa — csF(r sinô)’

v siufldfi i« sin6 ) 
g cosa —  caF (r  sinO)

L'élimination de r cosô entre t et s, celle de v sinô entre t et celle 
de t entre les deux dernières permettraient de déterminer la trajectoire 
et toutes les circonstances du mouvement.

449. Formes de la trajectoire. —  i° Si a >  o, le mouvement suivant

Fig. i53.

l’axe O s est celui (l’un mouvement ascendant. La vitesse v cos S part de 
la valeur V 0 à l’origine, pour 0 =  o; elle diminue et s’annule pour une



UIAP II. —  UOU\ RUENT VERTICAI.dlX

certaine valeur de t. La vitesse est alors dirigée parallèlement à l’axe O:.
À partir de ce moment, la projection du mobile sur descendra cl 

le mouvement sera réglé par l'équation différentielle

rfreosO . *
— -t»—  =  g  s i n a  — r i r  ( r costl  ), 

clt

qui est celle du mouvement descendant, parlant d'une vitesse nulle.
•i" Suixant Oç, on a un mouvement descendant, partant du point O 

u\ec une vitesse nulle. La vitesse r sinO augmentera donc constamment 
j u s q u ' à  la vitesse terminale V' donnée par l’équation

g rosa =  c2 F i Y'sm 0' ),
0' étant la limite de fl.

D’autre part, l’équation du mouvement descendant suivant Os à partir • 
de S donnera, a la limite, la relation

g sin a  =  Ci F ( \  ' c o s 0' >.

Ces deux relations permettent de déterminer les deux inconnues V  
et V.

La courbe présente une asymptote oblique et affecte la forme de 
la ligure if).>.

Fig. i 5 0 .

Si ct<o, le mouvement suivant U ; est descendant avec une xilesse 
initiale V0 (Jtg. 15(>).

130. Résistance monome. - - i° Dans le cas d'unerésislanccb\r)^=Bŵ w,
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lo  inconnues \ ' cl (T sont liées par les relation*»

On en déduit

cl

$  s ina =  t*i Jjw \ '«eos^û', 

§  cos a = c> B„ \ '»  siu" 0 .

t a n  t a n g y  =

3 2 «)

Si l'angle asymptotique 0'e&L plus petit que  ̂~ — a jn l'asvinplote

coupera la \erlicale au-dessous du point O; il en sera de même de la 
courbe.

Fig. i "ï7-

()n aura dans ce cas

d ' o ù
tangO* '  r o t a ,  c ’e n  f t-d ire  lun&«0' C e u t"  a,

t a t t g » * 1* <*2

A la relation <IY*galilé eorrt\spon<l la limite «le l'angle a pour lequel a 
lieu relie propriété.

Si cv  -rt, l’angle limite o»i 'j*
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Si esl très petit par rapport à c{, on a

0'

Si c{ est très petit par rapport à c2, on a

Fig. i5 S,

Fig. i5<).

//s
/

/
/

/ .

0 Ü

Les figures ci-dessu * représentent des formes limites de Lrajeetoires.
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3° Si Ton faii a =  o, les équations du mouvement sont :

d(v cosO ) 
di = — CiF(i»cosO>,

d(v sin6)
di g  — C i F ( v  sinQ').

3if

Le premier, horizontal, est le mouvement d’un point soustrait à 
l'action de la pesanteur; il y  aura une asymptote ou non suivant que \ ü 
sera fini ou infini (92). On a 6' =  ■ £; l'asymptote est verticale.

i° Au point de \ ue analytique, la courbe se prolongerait en amont 
de l'origine, correspondant aux vitesses allant de oo à V0 sur O 5 et d eso 
à O sur OÇ. Pour déterminer la direction limite de la courbe au point Q, 
remarquons que la trajectoire, pour les très grandes valeurs de r , est 
presque rectiligne [g  négligeable devant F^v)]. L'angle 0 varie ainsi très 
peu et est Irès voisin de sa valeur limite 0f, Les équations du mouvement 
seront donc

dv
cosO l ~cfi == ci v,cos#,®i 

et

d’où

e.’cst-à-ilire

sin O i^  =s csv', sin/,01 ; 

t*iCosw i G j =  Cjsinw-U),,

t a n g w'ôi l 1.
c%

Entre 0| et 0' on a doue la relation

tangw0i=s tang"0'tanga»

La trajectoire est finie ou infinie au point û, admet ou non une asymp
tote, suivant les valeurs du degré /?* delà résistance (93). Le mouvement, 
presque rectiligne, ne dépend plus que des fonctions S(r) eL D(u) et de 
leur valeurs limites pour v —  oo.

Remarque. —  La propriété des projectiles discoïdes d’avoir, dans cer
taines conditions de tir (//«. 108), une trajectoire rétrograde qui les 
rendrait capables d’atteindre un but caché derrière un couvert a attiré 
l’attention de quelques artilleurs. Le colonel de Saint-Robert, puis le 
commandant. Chapel, ont traité, dans le cas de n =  2 , le problème que 
nous avons généralisé ci-dessus.

lo i .  Cas général d’une trajectoire plane. — Le cas qui vient d’ôlre 
traité précédemment correspond à l'hypothèse de Taxe initial de rotation

' aiP .  l . m R U O N N I R R .  T O U S  I.
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<lu projectile dirigé soit suivant la tangente initiale, soit suivant la nor
male, dans le plan initial de projection.

La trajectoire ne cesse pas d’être plane si Taxe de rotation est situé 
dans le plan vertical passant par la tangente à l'origine, mais possède 
une direction quelconque dans ce plan. Traitons maintenant ce pro
blème.

Fig ifio.

i
i /

/ /

Prenons pour axes de coordonnées la direction OÇ de l’axe de rotation 
qui se conserve constant et qui fait un angle i avec la tangente initiale O s, 
et 0 £ perpendiculaire.

L’établissement des équations se fera comme au n° 1 18, en remarquant 
que, sur 0 £, la projection de g est # sin (a + /) et sur O? est^ cosfa-f-/).

On aura donc, pour équations du mouvement :

ü?(t>cosO) , , .
- - ■ g - — - =  — # s w ( a - h  i j —- C tF O ïc o s O ) ,

d(asinô) , . „
~  #*cos(a 4- «) — Ciï" ( smO).

Ce sont des équations exactement de même forme que celle du n° 148, 
on remarquant seulement que, pour t =  o, on a

~ ~  =  tangO =  t a n g i .

Donc, sur OZ, on aura à considérer un mouvement vertical ascendant
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avec line vitesse initiale A Ocosz, puis descendant à partir du sommet; 
et, sur O u n  mouvement descendant avec une vitesse initiale V0sinf.

On pourra donc construire la trajectoire comme dans l'exemple du 
n° 1-49-et la forme pourra être analogue.

Mais supposons oc +  î >   ̂; alors cos (a -+- n est négatif et sur O \ nous 
aurons affaire à un mouvement d abord ascendant jusqu’à un point où la 
tangente deviendra parallèle à O s; puis le mouvement suivant OÇ 
deviendra descendant.

Fig 1G1.

Pour la discussion, i doit varier d’ailleurs de puisque nous
avons vu que si Taxe est parallèle à la tangente ou perpendiculaire, le 
mouvement est tout à fait le meme. On dira donc*, si a-W < C — >

on a les mêmes formes qu’au n° 119; si a +  i >  ^  on a la forme de la 
ligure 1 6 1 . Ainsi qu’il est indiqué sur la figure, la courbe peut présenter 
une boucle au-dessus de l'horizon.

Fig. i 6j.

Le point douille peul se produire à l’origine, ramenantle projectile au 
point iuèiiie d’où il a été lancé.
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Mais le point Si? sommet correspondant à l’annulation de la vitesse 
suivant Oç peut aussi bien être avant Si qu’après. À  cette hypothèse 
correspondent les deux formes de la figure 1 6 2 , la première sans 
boucle, la deuxième avec boucle. La trajectoire est d’abord au-dessus de 
la tangente; le projectile monte donc contre la résistance de l’air.

152. Au sujet d’une solution du problème balistique. —  i° Supposons 

i =  £ — a, on aura 8 =  —  t ; soit, de plus, c* =  c2, et posons ‘Ç = y

et £ =  x ; les équations différentielles du mouvement seront : 

d( v smz)
dt

d( v cost) 
dt

— # — cF(v sin-:), 

= — cF(v cosx),

c’est-à-dire celles qu'on obtient en décomposant, au point (r, z) la 
vitesse en deux, horizontale u et verticale (v, et en supposant que la résis
tance F(v) se décompose elle-même de telle sorte, qu’au lieu de F (v) c o s t  

et F(v) sin-r, on prenne F (u) et F («>).

Fi g. 163.

Cette hypothèse, qui n est exacte que dans le cas d’une résistance 
linéaire F(r) =  bK r, a été cependant appliquée par certains balistieions, 
par exemple Ehrcnmalm ( 1 7 8 8), au cas d’une résistance quadratique. 

C ’est la combinaison d’un mouvement horizontal d un point soumis à
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une résistance quadratique b»u-  et d'un mouvement vertical d'un poinl 
pesant soumis à la résistance

La trajectoire a la forme de la figure i (53 (point ü à distance finie 
pour v =  oo, forme parabolique de la branche descendante ». L'approxi
mation donnée par cette méthode simple de résolution du problème 
balistique n’est point, en général, suffisante.

2° Sur l'indépendance des mouvements. —  La solution si simple 
qu’on obtient par la décomposition du mouvement suivant la tangente et 
la verticale a été, sous diverses formes, utilisée par des balisticiens.

Voici ce que dit de Saint-Robert de ces recherches :

a Lorsque le mouvement a lieu dans le vide, ou dans un milieu qui 
résiste en raison de la simple vitesse, le mouvemcnt du projectile peut se 
décomposer en deux autres mouvements, selon deux axes quelconques, 
qui s'effectuent indépendamment l’un de l’autre comme s'ils avaient lieu 
l'un apres l’autre. Mais cette décomposition n'est plus possible lorsque 
la résistance est exprimée par toute autre fonction de la vitesse : parce 
que les composantes de la résistance suivant deux axes coordonnés ne 
sont proportionnelles aux composantes de la vitesse suivant les memes 
axes que dans le cas de la résistance en raison de la première puissance 
de la vitesse. [En d’autres termes, on n'a FOj) c o s G =  F (v cosQ) et 
F(v)sinG =  F (?1 sinG), que si F(t>) =  i (v.]

» Pour n’avoir pas tenu compte de eetle circonstance, plus d’un 
auteur qui a écrit sur la Balistique est tombé dans l'erreur, et c’est en 
cela précisément que pèche la théorie balistique de Lombard, deHutton,

Scheer de Lionasl.ro, etc. »
■ Si l’on admet, l’hypothèse de l'indépendance des mouvements, les 

équations différentielles s'écriront

du dw - ,  ,
s i — cF(“ J> •

qui s’intégreront, immédiatement, la première comme celle du mou- 
vjmenl rectiligne horizontal (90), la deuxième comme celle du mou
vement rectiligne \ertical (117).

133. Cas de la trajectoire gauche. — Supposons maintenant que l’axe 
d 3 rotation du projectile ne soit plus situé dans le plan vertical contenant 
la tangente initiale, ni perpendiculaire ù ce plan.

Prenons pour axe O s l’axe de rotation à l’origine et un plan # 0 1 ; per
pendiculaire à OÇ. L’axe Oç sera l'horizontale de ce plan. Sur OÇ, la 
somme algébrique des" projections des forces qui sollicitent le mobile
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arrive en M sera composée d’un terme constant dû à la pesanteur eL d'un 
terme dû à la résistance de l ’air, fonction F (r  cosô) de la vilesse v cosO 
estimée suivant cet axe, d'après les hypothèses qui ont été faites ( liT L  

Le mouvement parallèlement à OÇ sera donc réglé par les équations 
du mouvement vertical.

Sur le plan fixe \Ox, la somme algébrique des forces qui sollicitent le 
mobile sera composée d’un terme constant, provenant de la pesanteur, 
et d’un teiune F( v cosO), fonction de la projection de la vitesse sur ce

Fig. iGf.

plan, toujours d’après les hypothèses faites. Cette résistance sera tan- 
gentielle relativement à la projection de la trajectoire sur le plan Çt).z\ 
de sorte que le mouvement de la projection sur ce plan : r* est indé
pendant du mouvement suivant l’axe OÇ; ï ° est le mouvement d’un 
point matériel soumis à l'adion d’une force constante et d’une résis
tance tangenlielle. C’est donc le problème principal de la Balistique 
Extérieure.

La question est donc* ramenée à l’étude du mouvement de deux pro
jectiles, l’un qui glisserait sans frottement sur l’axe des s en le touchant 
suivant sa génératrice et auquel on aurait imprimé une vitesse initiale 
égale û la projection sur ccl axe de la vitesse initiale du projectile; le 
second qui glisserait sans frottement sur le plan des ££ en le touchant 
toujours par sa base et auquel on aurait imprimé à l’origine une vitesse 
égale à la projection de la vilesse initiale sur le pian des

Ces deux projectiles sont les projections du projectile réel pendant 
son mouvement dans l’air.
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lo i.  Boomerang*. —  A la théorie des projectiles discoïdes se rattache 
immédiatement celle de l’arme australienne dénommée boomerang. C'est 
un bâton recourbé, en forme d’arc parabolique, aplati de manière à pré
senter par sa tranche une très faible épaisseur.

« Pour lancer ce projectile, on l'incline par rapport à l'horizon et on 
lui communique à la main dans son plan un double mouvement, savoir 
une translation et une rotation autour de son centre de gravité. Le 
boomerang s'échappe et, en général, on le voit décrire dans l'air, en 
tournant sur lui-mème, une parabole qui reste sensiblement dans le plan 
de l’appareil au départ.

» Le boomerang peut être regardé comme symétrique par rapport à 
un plan moyen. 11 en résulte que son ellipsoïde central d'inertie a ce 
plan pour plan principal ; la perpendiculaire au plan moyen élevée du 
centre de gravité est donc un axe principal, c’est-à-dire un axe naturel 
de rotalion autour duquel la rotation, une fois commencée, peut se pro
longer indéfiniment si des forces n’inlervicnnent pas pour le modifier » 
(Collignon).

Le problème à résoudre est exactement celui qui vient d'èlre traité. 
Le plan des xO% est perpendiculaire à l'axe de rotation OÇ du boome
rang.

O? est une horizontale do ec plan; O#, la ligne de plus grand*' 
pente.

La vitesse, initiale V0 a pour projection Y '0 sur le plan S O# et VJ 
suivant OÇ. Sur le plan, la courbe décrite sera presque une parabole, 
car le boomerang se présente à l'air par sa tranche amincie. Suivant 0£, 
le mouvement vertical sera très retardé par la résistance de l’air qui agit 
sur la surface plane du boomerang.

De ces deux mouvements, résulte une trajectoire variée, suivant les 
conditions initiales du mouvement qui mettent en jeu trois données 
arbitraires, le plan £0 «z‘, l’angle de projection du boomerang, la vitesse 
de projection. Ainsi, comme cas particulier, l ’instrument pourra monter 
on ligne droite suivant la ligne de pins grande pente O x  du plan, puis 
redescendre en suivant la mémo ligne de même qu'un corps pesant lancé 
de bas en haut monte et redescend suivant la verticale.

Le chavirement de l’instrument se produira quand, par suite de la 
diminution de la vitesse de rotation due à l'action permanente d’un 
couple produit dans le plan mojrcn par la résistance de l’air sur la tranche 
du boomerang, la stabilité autour de l'axe naturel ne, sera plus assurée. 
La loi de la chute sera alors tout autre que dans le cas simple qui vient 
d'èlre traité.





DEUXIÈME PARTIE.
LES THÉORÈMES GÉNÉRAUX DE U  BALISTIQUE.

LIVRE III.
LES PROPRIÉTÉS GÉNÉRALES 

DE LA TRAJECTOIRE ATMOSPHÉRIQUE.

CHAPITRE I.
ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES DU MOUVEMENT.

I. -  FORME USUELLE DES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES.
*

15JÎ. Les deux équations du second ordre. — Dans l'étude du problème 
balistique principal (5), on sc propose de déterminer le mouvement 
d'un point matériel, de masse /n, soumis à l'action de deux forces : la 
pesanteur, dirigée suivant la verticale et la résistance du milieu, 
dirigée suivant la tangentte à la trajectoire du point, et en sens inverse 
du mouvement.

Soient les axes, 0% horizontal, O y  vertical. Au temps £, le point 
mobile est en M; la résistance de l'air A  est une force exprimée en kilo
grammes, comme le poids du projectile; la tangente MT fait, avec l’ho
rizontale MM", un angle t, qui es  ̂aussi l'angle que fait, avec l’horizon, 
la résistance A, que l’on suppose tangentielle ( 4).

En projetant successivement sur les (leux axes O a? et O y  on écrira :
Sur l’axe des x ,

cfix _ m - r z  =» —  A c o s ? ;«éz
Sur l’axe des

n i =  ~- p ~ ~ $ L sinT.
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c'ïl
Divisons les deux membres de chaque équation par m ; la quantité ~  

représente faccélération à due à la résistance de l’air (7). Celte accélé
ration ne dépend, par hypothèse, pour un projectile donné, que de

Fig1. i6“>.

T

la vitesse v de translation; elle a pour expression à =  cF(?>). Dans celte 
formule, c représente le coefficient balistique : c =  i A et F ^  une 

fonction dont on connaît, au moins, une table numérique (7).
On aura donc, pour définir le mouvement principal, les deux équa

tions du second ordre suivantes :

d2æ
I F sa — CF(V) COST, — cF(u) siht,

ou, par une notation plus simple :

dlx
KF == — r F  cost dt* g — cF suit.

lof). Les quatre équations différentielles du premier ordre. - - Les
deux équations du deuxième ordre ci-dessus sont équivalentes à quatre 
équations différentielles du premier ordre, qu’on obtiendra très aisément 
en remarquant que :

d.r dy
~ n  =a v  cost et -r; »  t* Sim:.dt dt

On aura alors

COST)
7i ■ =— cF cost, d( v sîiit) 

dt g — cF sîiit.

Les quatre équations qui viennent d’èlre écrites peuvent etre dévelop
pées et combinées de plusieurs façon*.
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Ainsi, développons les ~  dans les deux dernières, il vient :

( 0

({t

dv dz
c o s t  -7- — v  sin? -77 =  —  rF c o s  7; dt dl '

dv dz
s i n T - j^  4 - v c o s t ~  =  - ^ £ r — c F s i n - : .

Multiplions ( 1) par sin? ou a ) par c o s t  et retranchons ( 0  de t 2 ), on 
aura

(3)
v dz
~dT = — g cos':.

Multiplions ( 1) par c o s t  et ( 2) par s i i i T ,  et ajoutons; il viendra

z d v .( 4 ; -77 =  — g s w iz  —  cF.

Par l'élimination de d t , les équations ( 3) et < 4)< coniI>inées, donnent

d(vcosz) r „ 
dz g

Pour discuter et résoudre le problème balistique, on pourra prendre 
d’ailleurs telle ou telle combinaison de ees équations qu’on vomira et 
nous aurons, plus loin, l'occasion d’en utiliser quelques-unes.

157. Systèmes des quatre équations usuelles. — JNous choisirons géné
ralement, pour tout le développement de la théorie du problème balis
tique principal, les équations (3) et (5) que nous joindrons aux 
équations de définition de ecosv et de esinv, niais après y avoir rem
placé la variable dt par la variable */t, au moyen de l’équation ( 3 ).

i° On obtient ainsi le système des quatre équations suivantes : t •

qui relie l'inclinaison z a la vitesse vt 

» le temps t à v et a r,

» Y abscisse # à v et à -,

» Y ordonnée y  à v et u z.

20 On introduit soin ont la variable */, vitesse horizontale définie par 
la relation u  —  v c o s t .

On obtient alors le système suivant, identique, excepté la première

fl)

afi’ cos?) c — .
— s —  = r » Fi").

d! v dz 
g cos':

der =  — — dz.
&
■j}2

dy  = — -  tangTdfc,
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équation, à celui du vide (18) :

(H)
du =  — rF(i')dz\

fh — 11

dx=~ u% dx 
7" cos'2T*

<*/ = - u% »—  tangT
Z °

dx
COS2 T

On remarquera, en plus, l’expression qui donne Y arc s :

et, par suite :
ds =  /  dx1 dy1

ds dx _  u2 dx
g cost ~  g cos1-

3° Dans le système (II), laccélcration de la résistance de l’air cF ne 
ligure que dans la première équation ; au lieu de g : dans les trois autres, 
on peut introduire cF, et Ton obtient le système suivant, qui rappelle, 
par la forme des équations dt et dx, celles du mouvement rectiligne 
horizontal (90) :

(III)
dx = — £7 — du, rvl v̂)

df = - du
c¥(v)cosx}

d x ~ - v du
cF<j)’

a
cFlv) tangT du.

4° Enfin, au lieu de d: ou de r/f/, qui entrent comme variables dans 
les systèmes précédents, on peut prendre un des trois autres infiniment 
petits (dt , dx , dy).  On aura ainsi trois nouveaux systèmes de formules.

Le Tableau suivant (1\ ) réunit les cinq systèmes obtenus en consi
dérant les cinq variables (du} dx, dt , dx. dy).

Tableau (IV).
du. dx. ‘ dt. dx. dy.

du... -
ch
du c v F

11

■
S

M 1
cF  COST

dx
du

V
~ ~ ë F

dy _  
du

v langx 
~  cF

dx... du fa»
*>1II d t _ 0 dx ____ d y _ i>atangx

dz Z dx g COST dx z dx Z

dt... du dx _  g cos- dx dy
dt =  — cF  COST I t “  V dt =  U COST dt ~

esîiiT

dx... du cF dx ____£ ÉL - l ± m tancTdx ~  V dx ~  v* dx e co^ t dx fcWMH ¥

du cF dx __ Z dt _ I dx _  I
dy v tangT dv a* tangT dy ~ e smT dy ""  tangT "

On pourrait introduire d’autres variables; ainsi, on emploie parfois
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(Jjt*
Y arc s tel que ds = ---- » la vitesse tanxentielle v et la vitesse verli-1 CO&T °

cale (v =  v sjiit.
5° Donnons enfin le système que l’on obtient en remplaçant du par sa 

a aleur
du  =  d( v c o s t » =  c o s t dv — v s in x  dz*

ce qui donnera les équations survantes, où v est la variable indépen
dante :

( ')

I , g  cost ,
) w ~~ i'(cF -b# suit; l *

* = -  dü

d x  =  —
V  COS T

c F -r ^  SUIT
v s inx

d v .

d v .
c F - h ^ s i n x  ^  c F - r ^ s i n T

En vue de simplifier les notations, on posera très soin eut

cF(i’)

Ainsi, le système ( Y) ci-dessus pourra s’écrire

cos T
V az =  —1 m ?

( V bis )
</t =  
d t  sa

i»l? -b sinx i 

i d i

j  i  V COST .dX = -------------- :--- î\A» p +  sm-t
S ?’ • sim

, i v s i a t .
dv  --------------:—  tfr.£•?-+- SUIT

lo 8 . Définition de l’hodographe. — Parmi toutes les équations dif
férentielles qui viennent d’ètre établies, la première des quatre équations

des trois premiers systèmes, savoir : possède seule

l'importante propriété de n’elre fonction que de deux variables, la 
vitesse v et l'inclinaison Son intérêt particulier résulte du théorème 
suivant :

V  intégration de Véquation d ( V  COST >
dx -  v F (ù)permet de ramener 

S
immédiatement aux quadratures la solution complète du problème 
balistique.

Supposons, en effet, qu'on sache intégrer celte équation et exprimer, 
par suite, v en fonction de z sous la forme v =  T  (c) ; on substituera celle 
valeur de v dans les trois autres équations du mouvement (syst. 1 ), qui 
prendront alors la forme

g dt *s — M\t) dz
COST9 g  d x  =  —  d z , g  d y  = —  'r - ( x )  tangx d z .
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La question est ramenée à de simples quadratures; la solution, au 
moins théorique, du problème balistique est complète et tous les éléments 
se trou\ent exprimés en fonction de l'inclinaison t.

L’équation différentielle
d( v  cost) c -n > \
— s r - L = r  F ,l'>

est désignée, en Balistique, sous le nom A'équation différentielle de 
Vhodographe.

139. Démonstration géométrique de GreenhilL —  Soient deux points 
voisins P* et Pa de Y arc de trajectoire ns : les vitesses sont

Soient
en P*,

Q V i  =  v -f- ^  d u et Q \ 2 = u  —  ^dü. v a

Le segment V| Va représentera, en grandeur et direction, l'accélération 
totale, résultante de V 4 A, accélération verticale due à la pesanteur, telle

Fig. 166.

que V<A — gnt et de Y aÀ accélération tangenliellc de la résistance de 
l’air.

On a V j A  =  cV{v) ut. La direction Va A  est parallèle à la bissectrice 
de l’angle V, Q Va, qui vaut dt.
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Vi B étant mené perpendiculairement à Y jA , l'angle À V t B est égal 
à *r. On a donc

Yi A cost =  YiB = i  QYj-h Q \’2; sin ^ d t  =  •>v sin ~ D7,

d’où

D'autre part, 

et

g  COS T =  V  -
. Isin -  dt a

■ D t

V 2 G =  \ 2 A COST =  C  F C0 S7 D/

d'où

Ya C =  QYj cos ^t -+- i  D7 ^ — QVj cos ( 7 — ^ dt̂ ,

CF C0S7 DJ =  -f- i  DÛ  COS 7̂ -+-  ̂DT̂  — i  COS 7̂ — ,

c’csl-à-dire

(*)
sin -D7« DD I . 2

c F  C O S 7 = ---C O S 7 C O S -  D7 — l1 sint -
l i t

Mais, à la limite,

. 1SUl -D 7 *4

-  l>£ 
11

d x  nu
d t 9 u t

d v  
d t 9

- D t•à

cos -  D7 =  r. 
2

On a donc, pour ( 1) et (2  ) :

îj d x  „ d û  . d x
g  COST = ------— , V  F COST es — —77 cos7 4 - r  sin7 — sert/ a i  a t

d ( v  C0S7
T t  ‘

Ce sont les deux équations différentielles du mouvement; en élimi
nant dt, on aura l’hodographe.

Si Ton calcule V 2 B, on a

Vj B =  (QVi — QY2) cos i  i)7 =  LD cos ~ dt.

Mais aussi
Y2B =  V.. A H- AB =  cFD <-t-^sin7D /.

On a donc, à la limite :

C F  +  g  S i n 7  a s  —
d {  u sin t ) 

d t

UîO. Équations intrinsèques. — Soient, connue au n° 20, les forces
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projetées, d'une part sur lu tangente MT, d'autre part sur la normale MIN 
à la trajectoire au point M. Le rayon de courbure en M est r.

Fi g 167.

T

On aura, sur la tangente :

dv .

et, sur la normale :
r2
— =  g  cos-r.

La première est l'équation (4) déjà trouvée au n° 1S(>.

La seconde peut se déduire de l'équation (3) =  —  ^ cost de la

Fig. 168.

manière suivante : soient M et M' deux points très voisins : les normales 
en ces points se coupent eu 1 .

Comme

il vient
M M' «  M ï ch, MMf =  v dt, M is  r,

v dt =5 r dt.

L’équation v dx 
dt' — g  cost pourra donc s’écrire

v2
=  g  COST,f s
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re qui est Yéquation intrinsèque sur la normale. On remarquera que 
cette équation est indépendante de la résistance de l'air.

En projetant sur Taxe des x , on obtient une équation qui est indépen
dante de la seconde force, la gravité; c’est l’équation

c i ( v  cost ) =  — c F { v )  cost.

La seconde équation différentielle ( 153)

d ( v  s i n - c )

peut s’écrire
de = - - ^ - c F ( y j  s i n :

d ( v a i n x - h f t )  -
-------------- — — 2—  = — c F ( y )  s u i t .

On a donc, en introduisant les \itesses u et w

du
~dt = — cF(u) COST, d( tv -f- gt ) 

dt = — cF(ü) s i n T ,

équations très symétriques, qui donnent, dans le vide :

tt = KOi =

Accélération totale. —  Sur la figure jifij, on a représenté en MP, 
diagonale du parallélogramme construit sur la gravité g  et l'accélé
ration â = c F ( v ) ,  la résultante de ces deux accélérations. C’est I’accé- 
lérution totale que Ton désignera parfois par la lettre I.

Ou a, en désignant par 0 l ’angle de I avec la verticale, les formules

I2 =  c2F- 4- g 2-h ogcF  sin t,
A c F  c o s t  p c o s ttangO =  --------n------ ---  —s ----------

/ r s i u t  i h - o s i i i t

II. -  ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES EN COORDONNÉES OBLIQUES.

101. Axes et coordonnées. — Pour l’étude de certaines questions de 
Balistique, il est utile de rapporter le mou\ ement du projectile à deux axes 
obliques qui sont: i° la tangente Oz à l’origine delà trajectoire; la coor
donnée correspondante sera Xéloignement z, au ternes J, du projectile 
suivant cette ligne; 2° la verticale Oy passant par l ’origine; les y  sont* 
comptés positivement dans le sens où agit la pesanteur; ils représenteront 
donc Vabaissement du projectile au temps t , au-dessous de la ligne de 
projection Oz.

23P.  C H À R B O N M H K . TOMli I.
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On nomme parfois les axes Oz et Oy, qui viennent d'être définis, axes 
balistiques de la trajectoire.

Dans toutes les questions où figurent Rabaissement y et Réloi- 
gnement z, ces deux letLres sont écrites en romaine. La lettre y , italique, 
désigne toujours R ordonnée. De même, dans les axes obliques, s’intro

duira la lettre romaine p avec la définition p =

Dans les axes rectangulaires ordinaires, la lettre italique p est définie

l)ar^ =  ^  =  tanS"-

162. Établissement des équations. — Soit M la position du projectile 
au temps t.

MT étant la tahgente à la trajectoire en M, l’accélération de la résis
tance de lJair cF  agit en sens inverse de la vitesse t>, dirigée suivant MT ; 
l ’accélération g  de la gravité agit dans le sens des y positifs.

Un petit arc de la trajectoire est désigné par ds ; sa projection oblique 
sur Oz est dz et sa projection oblique sur Oy est dy (triangle MAB).

Fig. i6y.

i* Les composantes de raccélération c F(t>) suivant les axes balis
tiques seront :

Suivant Oz,

w dz j  j* cF dzcF — , et, comme as =  v at. on a ------r :as ’ /> clt
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Suivant O r,

cF -y-» et, comme ds = i' on a ----- -*
as v de

On a donc, pour les équations différentielles du mou\ement :
* Suivant Oz,

d-*L __ c F  d i  b 
d t2 ~  T  d t*

Suivant O y,
d2y __  ̂ cF  dy 
d t2 “  itt ’

2° Nous allons, comme il a été fait précédemment, dans le cas des 
axes rectangulaires (156), remplacer cos deux équations du second ordre 
par quatre équations du premier ordre.

Éliminant d’abord £ f i l l  entre les équations, on a

( 0
d 2 y dz d l z d\ __ dz

lison s maintenant :
d t2 de d l2 dt

dz

dt

u t - 1'”

r t est la vitesse du projectile projetée sur O :  suivant la verticale :

d s
d l  -  ï1’

p est une quantité qui mesure l'angle de la trajectoire avec Oz au point M 5 
au point Oi la valeur de p est zéro.

' dy dzEcrivant —  —  p ^  et diflerentiant, il viendra

d 2y __ dp dz d 1 z
d t2 ~~ dt dt P dt*

En combinant avec (1), on aui*a
g

dp ^
»î

d*z
et, d'autre part, en combinant avec

vJ cF

c F  dz 
u d t

9 il viendra

dr % = --------  —  d p .
Ar v 1

Cette dernière équation ne renferme, en M ilité, que deux variables, 
car v peut s’exprimer en fonction de r„ et de p comme il suit :
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Dans le triangle AMB, on a

MB2 =  A B 2 AM* — a A.B. 4 .M cos MAB. 
Or

'  MB =  ds, 

On a donc

AB =  cft, AM =  dz, MAB =  -  —  “ * * 2

— 2 --- 2 --- 2
ds =  dy -+- dz —  a dy dz sîu a

ou, en divisant par dz :

i — 9 p siny.

Mais ÿ  ;dz
v
vl On a donc

l
v =  t>z(i -h p2 — 2 p sina)2,

v est ainsi fonction de vt et de p.
3 ° On pourra, par suite, adopter, pour la solution du problème balis

tique, les quatre équations du premier ordre qui suivent :

v} c F ,
dvL = ------ - —  d  p,S v "

dt =  dp, 
é' 1

y 2 «
d z = l-±dp, 

dy = ^  P rfP-

Ces équations correspondent, une à une, aux équations du n° 137 ( I), 
dans le cas des axes rectangulaires, et il est très facile de passer des pre
mières aux secondes, en faisant sina==o et p =  lang?, la vitesse?^ 
devenant la vitesse horizontale u. On a d’ailleurs

sm  (y. — z)
p sina j— cosa tançT =  — '---------1 *  " COST

2̂  ̂p
La première équation d%vf =  — ^  d\\ n’est fonction que de deux.

variables et son intégration permettrait de ramoner h» problème aux 
quadratures. C’est l’analogue de 1 'hodographe ( lo 8 ).

4° L ’équation (i) qui ne renferme pas la résistance de l ’air peut se 
transformer comme il suit :
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dz1 * \d/J

341

v dt g cos? en coordonnées rectan-C ’est l’analogie de l'équation 

gulaires, et qu’on obtient en projetant le mouvement sur la normale.

163. Applications. —  i° Cas du vide. —  Faisant c =  o, la première 
équation du n° 3 donne ux=  const. =  V 0.

Les équations du mouvement, rapportées aux axes obliques de l'origine 
seront donc :

= v», z = I i P ,

c£H

- i *II

À  ces relations, il faut joindre l’expression de p en fonction de v :

. i
v =  V 0 ( i  4 -  p 2 — -2 p s i n a ) 2.

L’équation de la trajectoire est y =  elle est indépendante de 

l'angle de projection.

2° Cas d'une résistance linéaire. Si l’on fait cF  =  b\ u, il viendra

d'où l ’on déduit
J__I bx
V* Vo =  s p ’

Les équations du mouvement seront alors :

I i !>ln P
a* " Vo “ 7 P’ s , A.V, '

bit
S = *°g( y flog^l-t- -&,V«P\ 4,V,

]
En éliminant p entre les formules qui donnent z et y, on en déduit 

l’équation de la trajectoire sous la forme

Elle est indépendante de l’angle de projection a.
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161. Théorème sur les vitesses. —  Entre la vitesse tangenlielle v et 
ses projections vz el sur les axes des z et des y, on a la relation

v _ », _ v\ 
cosa C0b'Z ”* s i n ( a  — rz)

Différentiant par rapport à *, on aura

On a

dvz 
d t

■ -^-sina = — g  sin y — cF(v) cos(a—T).

feosa sin(a — t)1
l' +  V\= l’z -------- 1---------------- ---

L c o s t : c o s t  J

Quand t se rapproche de a, on sait qu’à la limite, on aura

Vz =  V

Cette relation est rigoureuse pour a = ^ *  
Les deux équations deviennent alors

~dt

—

V\ _g •— ~cF(v).  

— ^  — cF (u ),

La seconde est l’équation ordinaire du mouvement vertical. 
Éliminant c F (r) entre les deux, on obtient

d v s
d t

C’est une équation différentielle linéaire du premier ordre qu’il est 
facile d’intégrer.
. On trouve

Telle est la formule cherchée; elle est due au lieutenant Littlowood qui 
l’a utilisée pour le calcul des trajectoires.

Remplaçons dt par sa valeur et représentons une fonction balistique, 
dépendant de v et de t par la notation

rv
% iï. — /  jo, -O - h- cFUi;]’

on aura
»(!{’.— i)-
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Dans le cas d'une résistance linéaire, on verra que Tevpr 
dessus donne

Dans le vide, v} =  v0 — v.
On calculera la valeur de (y) par la formule

0

Ainsi, dans le cas d’une résistance linéaire, on a



CHAPITRE IL
ÉTUDE DE L’HODOGRAPHE.

I. — GÉNÉRATION DE LHODOGRAPHE.

165. Définition de l’hodographe. —  En Mécanique, on appelle, en 
général, hodographe ou courbe que décrit la vitesse, une courbe 
engendrée comme il suit : par un point fixe O, on mène, à chaque 
instant, un vecteur OH parallèle à la tangente à la trajectoire, c’est-à- 
dire faisant un angle 1 avec une droite horizontale O x. On prend, sur le

Fig. 170.

vecteur, une longueur OH égale (à une certaine échelle) à la \ilesso v 
du point matériel sur la trajectoire. Le point II décrit ainsi une courbe PQ 
qui est l’hodographe.

On démontre de la manière suivante que, dans le cas du problème 
balistique, l ’hodographc qui vient d’ètre défini, admet bien pour équa
tion différentielle ( 158 )

<i( I'cmiz) c .-----r—  = -eF(ü).
dz g

Soient deux rayons \ecleurs OH et OK infiniment voisins, de 
longueur v et (u +  rfr), faisant a\ec l'arc O x  des angle*, v cl (-: —  <k).
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Le segment HK de l'hodogiaphe représente donc, en grandeur et en 

direction, T accroissement de la vitesse du projectile pendant le temps dt. 
Si 1 est l'accélération totale du mobile au temps Z, on a, par définition, 

1 =  et, par suite, HK =  dv =  Idt ( f ig . 171).

Mais, on sait que l’accélération totale I qui agit sur le projectile est la 
résultante : i° de la gravité g  qui agit suivant la verticale; 20 de l’accélé
ration de la résistance de l’air c F (v )  qui agit suivant la direction de la 
tangente, en sens inverse de la vitesse.

Or, le segment AK intercepté sur la verticale par l’angle d i  a la direc
tion de la gravité; le segment AH a la direction inverse de celle de la 
résistance de l’air. Comme HK est leur résultante, en grandeur et en 
direction, on aura

A K  =  g d t  et AH = — c F ( r )  dL

Si KB est perpendiculaire sur OH, on a KB =  AK cost et, comme 
KB =  v dx, il viendra

(1 ) v d z  =  —  ^ c o s * :  d t.

Fig 171.

Soit hh la projection du segment ITK sur Ox\ 011 a, d’une 
pari, kh =  —  d { v  c o s t ) ,  et, d’autre part, hh =  AII c o s t .

On aura donc

(a) (/(vcosz) =  «•Ffujcos'ï tff.

En éliminant dt entre les équations (1) el( 2), on obtient bien l’équa
tion différentielle, dite de Thodographe du problème balistique, c’est- 

à-dire
d(v cos?) 

ch
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166. Cas particuliers de l’hodographe. — i° V ide. — L'hodographe 
est une verticale. — En effet, si c =  o, l’équation de l ’hodographe 
donne

d(v  cost) =  o, d’où v cost =  const.

Fig. 17'».

C’est la propriété connue de la constance de la vitesse horizontale dans 
le vide.

L ’hodographe est la verticale HH'H" située à une distance O ir = V 0cosa 
de l ’origine.

2° M o u v e m e n t  r e c t i l i g n e . — L ’hodographe est une droite passant 
par l ’origine. — Car si g  =  o, on doit avoir

ch =  o, d’où t =  const. =  a.

L’hodographe est le vecteur d’inclinaison a passant par l’origine.

On aura aussi, nécessairement, d-z =  o quand t =  ±  cas auquel le 

numérateur d( v  c o s t ) est identiquement nul ; c’est le cas du mouvement 
vertical.

3° Résistance linéaire. — L'hodographe est une ligne droite. —

F 1£. i;3.

Soit II un point de l’hodographe. Pour obtenir la tangente en H, on a 
vu (163) qu’il fallait prendre H V =  cVdt et AK =  g dt.



GÉNÉRATION DE JL’HODOGRAPIIE. 3 4 7

Dans le cas actuel, on a F( r )==B|i\ cB ( =  6 |. On écrira 
donc HA — b,v dt.

Soit L le point où la tangente HK rencontre la verticale du point O . 
On aura

OL OH i
AK ~  AH ~  b i d t '  d0U

Le point L est donc un point fixe, et, par suite, Thodograplie est la 
droite HL elle-même.

167. Théorèmes du colonel ^Henry. — Nous avons montré ( lo 8 > 
comment l'intégration de Phodographe permet de ramener immédia
tement à des quadratures la solution complète du problème balistique. 
Si l ’on a, en effet, v =  les équations du mouvement prennent la
forme

=  ^x =‘—f yFi(~)d'z ’ S y  =  ~  f  ¥*(•:) tangvrf:.

Voici une interprétation géométrique de ces équations.

Fig. 17 4 .

Soit tracé l’hodographe II dans le plan \ O y  . Les trois équations 
différentielles du mouvement sont ( 1 5 7 ,1) :

t. v ek , v* , , v* ,dl ---------------- » dx ---------- a c, dv --- ------- tangT  dt.g  cos-: g J g

i° Soient les deux points mm’ infiniment voisins sur l’hodograplie.
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L’aire élémentaire Omni' est égale à ~ va dx. Donc g d x  est le double de 

cette aire élémentaire.
2° Soit O s une normale au plan ijO y de l’hodograplie; en chaque 

point m de cette courbe, menons une droite mM parallèle à 0 % et égale 
à tangT. Comme dy =  dx  lang-r, on aura

g  dy  =  2 Mm aire 0  mm'.

Si l ’on mène alors MA parallèle à Om, cette droite aura pour équations 

Ç =  tangï et {■ =  jr tang?.

Elle engendre donc le paraboloïde Ç =   ̂ et l’on peut dire :

Le produit gdy  est le double du volume élémentaire compris dans 
le cylindre droit qui a pour base Vhodographe, entre cet hodograplie

et le paraboloïde % —  I .

3° Projetons en A.p et A'/?', sur le plan ÇOy, les deux génératrices 
consécutives AM et A'M' du paraboloïde. Comme Ap =  y  et

l’aire A A 'pp' sera

AA'=s =  d  tan g": dx
COS* T

z * =  V COSX
dx

cos*
v dx 
cosi "

Donc g d t est la projection, sur le plan ÇOy de l'aire paraboloi- 
dale qui limite le volume élémentaire précédemment déjini.

En passant aux équations finies, on aura les trois théorèmes sunants :

i° L'aire balayée par le rayon vecteur de Vhodographe entre 
deux positions quelconques de ce rayon est égale à i  gx.

2 ° Le cylindre droit qui a pour base l'aire balayée et est limité 
d'un côté par cette aire et de l’autre par le paraboloïde Ç =  y

a un volume égal à - gy  (ce volume doit être compté positivement
pour des valeurs de x positives, négativement pour des valeurs de x 
négatives).

3° La fraction de paraboloïde qui limite le volume précèdent se 
projette sur le plan des vy suivant une aire trapézoïdale égale à gt.

168. Balistique graphique.— A. Construction du capitaine Madseti.
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—  Soit l'hodographe AA, dont le pôle e&t en O. Pour obtenir t , mener 
PP verticale à la distance 0 0 '=  i de l'origine. On a 0 ,N = ta n g <:.

Fig. i : 5 .

Mener NB =  0 A '=  v cosv, et construire point pur point lu courbe BBj 
transformée de À A 4. L'aire iNBB,N, représente g h  car on a

. h d-z .S dt ~ -------- -- = — a d tang t.
co s2*: ®

Fig. 176.

2° Pour obtenir y ,  on prend, sur lu \crtioale do O, le point unité Q  
qu’on joint à un point A quelconque de l’hodographe. Par le point R tel
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que OR =  ^/tângr, on mène une parallèle à QA qui rencontre le rayon 
\ecteur OA en un point L

Ce point déci'it une courbe 01 dont l’aire O Al représente - 

En effet, on a dy =  tang? dx. Or, dx est proportionnel à l'aire élémen
taire décrite par le vecteur OA (167, i°) ; donc pour avoir dy, il suffit 
de multiplier1 le vecteur par y/tângr et d S a lu er l'aire ainsi définie : c'est 
ce que la construction graphique réalise (aire ombrée de la figure i'j/J ).

B. Construction du commandant IL Parodi. —  Il est aisé de varier

Pig* 177.

ces méthodes graphiques pour construire, point par point, les éléments 
y  d’une trajectoire quand l’hodographe est connu.

Fig. 178.

Ainsi, pour calculer le temps, mener MA vertical et M m perpendicu
laire au rayon vecteur. On a

vdi - 
MA = -----=  fi dt.

C O S  T
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Pour l'ordonnée, prenons OG =  i, joignons GA qui coupe OM enB. 
En joignant M\ projection de M sur la verticale, à B, la droite M B 

rencontre en Q la verticale MH. Il est facile de voir qu’on a M Q z= g d y . 
On a aussi QE =  g cIjl\

Calcul de Vamplitude dt admissible pour chaque élément de P in
tégration graphique (O H. Parodi). —  On établir facilement, sur la 
figure 178, la formule

MQ =  v 2 tangT
tan  g  dt

1 -h tangT tangDT

Pour un angle dt ajouté à t au lieu de le retrancher, on aurait #

MQ' =  v2 tangT tangDT

1 —  ta n g T  ta n  g d t

La différence entre MQ et MQ' est supérieure à Terreur commise. 
Prenons, comme valeur probable, la moyenne entre MQ et M( )' et cal
culons les différences entre celte valeur probable et les deux, valeurs 
extrêmes calculées. O11 a

MQ — M Q '=  a t,2 tang2T 

MQ H- MQ' =  2 n2 tangT

tan g2 dt
1 — tangaT tanĝ DT

tangDT
ï — tanĝ T tang'-DT

L'erreur maximum commise est, en pour 100 :

MQ — MQ' 
MQ h- MQ' tan g T  tangD T,

■ et c’est cette quantité qui doit être plus petite qu'une valeur donnée vj, 

par exemple

Par des calculs analogues, on arrivera, pour o et à la même 
relation : tangT tangivr^Ti, pour définir l'amplitude <lc lu variation dt 

permettant d'obtenir une précision donnée icTavance.
Le Tableau suivant est établi pourïj =-

t .........  ro6 5>o° 3o# 4o° 5o° 60“
d t . . .  3Mi » '  i ° 3 o '  o" >3# o ° 4 o '  o ° 2 4 '  <>°i8'

70° 8o°
ow 12 ' o ° 6 '

169. Sur la discussion de l’hoàograpbe. --  On peut, en considérant 
seulement les équations différentielles du mouvement, sans les intégrer 
(ce qui d’ailleurs est généralement impossible) et en les discutant dircc-
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lement, démontrer un certain nombre de propriétés qui appartiennent à 
toute trajectoire, quelle que soit la résistance de l'air.

Quelques-unes de ces propriétés furent reconnues par les premiers 
balisticiens, dans le cas spécial d’une résistance quadratique. C'est le 
colonel de Saint-Robert qui les a, le premier, présentées sous forme de 
doctrine générale. Les balisticiens modernes ont beaucoup étendu ce cha
pitre fondamental de la Balistique.

Parmi les théorèmes qui sont particulièrement propres à faire saisir la 
nature du mouvement du projectile sur la trajectoire, se classent ceux 
qui ont pour objet la discussion générale de l’hodographe, c’est le premier 
problème qui nous occupera.

Il ne sera fait d’autre hypothèse sur la fonction F(r) que de la consi
dérer comme une fonction continue, qui croît avec i \  On a donc, par 
hypothèse, F'(zq^o.

Pour ?' =  o, on pourra avoir c F(o) 'tg , ou cF(o)< g , ou enfin cF ( o) =  o.
De même, nous ne supposons pas nécessairement F(oo) =  oo.
On verra, dans le cours de la discussion, que, pour l ’élude de nom

breuses propriétés de la trajectoire, on est nalurellemenl amené à 
prendre comme référence de la fonction arbitraire une fonction 
monorne

On rappelle ( 17) que l'exposant n, défini en un point quelconque par

la relation n =  » est dit le degré de la résistance en un point e.
Le degré n est toujours >o, par hypothèse. On désigne par n{) le degré 
correspondant à =  o, et par n* le degré correspondant à v =  oo .

Tl arrivera souvent que des théorèmes seront établis dans le cas d'une 
résistance monome, puis généralisés ensuite pour le cas d'une résistance 
quelconque. D'autres fois, au contraire, le cas d'une résistance monome 
sera donné comme application d'un théorème général.

II. -  LES DEIX EXTRÉMITÉS DE L’HODOGRAPHE.

*Î70 . Théorème I. — V  inclinaisons a pour limite inférieure 
Dans l’équation différentielle de l’hodographe

du  sss
c v Y ( v )

1

nous prendrons ? comme variable indépendante, que* nous ferons 
<1 abord varier en donnant à c/t des valeurs négatives depuis l’origine a, 
angle de projection.
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Démontrons tout d'abord que le projectile ne peut jamais b arrêter, 

c'est-à-dire que sa \ itesse ne peut devenir nulle, si l’on n'a pas 7  =  — - .

En effet, les deux forces qui agissent sur le projectile sontla gravité 
qui tend à le faire descendre verticalement, et la résistance cF(r; dont 
la direction est opposée à celle de la vitesse r.

Au moment de l'arrêt, on doit avoir cF('o ) =  £, et tes  deux forces 
doivent être opposées. Mais, un instant avant l'arrêt, pour une vitesse 
aussi petite que l’on voudra, l'accélération cF{ r), qui était très voisine 
de et\o>, était dirigée e«. sens inverse de r. Il faut donc qu'à la limite, 
la direction de r devienne justement verticale, c’est-à-dire celle de ", 
pour que l’équilibre soit possible.

Ainsi, on doit faire varier l'inclinaison depuis a jusqu'à^— «j 

cl, dans cet intervalle, l’hodographe ne passera jamais par l'origine: 

ce point, s’il est atteint, ne peut l'être que lorsque 7 =  —   ̂•

171. Théorème II. —  L a  ritesse horizontale u ra constam m ent en 

décroissant ju s q u 'à  ta valeur zéro, obtenue p our 7  =  —

Puisque ni r, ni F(r) ne peuvent devenir négatifs et que rfv est néga
tif, du  sera négatif et u décroîtra sans cesse.

Pour chercher la valeur lhnite de «, écrivons l'équation différentielle 
de l’hodographe

sous la forme identique

,  c v F  ( v ) ,  au = ---------- cvz

du _  c P ( im <h
u  g  COST

On intégrera par la formule

ou

u r  ' c F ( n )
og —  =  /

" 0 A' C

lo »  —  s=a k r T d-
”  « 0 L

cos-:

La constante k  est linie ou infini, mai* positive* puisqu’elle remplace 

la variable positive Intégrant de oc à 7, on aura

1 o g «  — I<>ga,,=  A £ log  -H -  iog tang  -t- ^)J»

1». rilAKOONMIÏR. TOAIÏJ 1.
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« = X'lang*(T +  y -

Pour t =  — le second membre tend vers zéro, l'exposant /r étant

positif. 11 en est de meme de la \ilesse horizontale a. Le théorème est 
donc démontré, sans cas d'exception : même si e tend vers l'infini

pour ~? le produit u =  r cos- tend vers zéro.

1 7 2 . T h é o rè m e  I I I .  — Pour une vitesse infinie, Vinclinaison tprend 
une râleur différente de ^±  •

Inéquation différentielle de l’hodographe s’écrira, en dévelop
pant du =  d(r cos?), sous la forme ( i o 7 , 5°) :

(,+xslI1T)J l
C05 ’

HL —
v rK #

Supposons que, V0 étant une \ilesse très grande, nous parlions du 
point (V 0, a) et que nous intégrions jusqu'il un autre point (r, ?') o ù  r 
est encore très grand, mais fini. Nous aurons, dans tous les cas :

j h  
CO s

i r s X di'

<■ 1

Mais, le rapport j— sinT ne devient jamais infini dans les limites de 
l’intégration; prenons donc une valeur constante /■  comme valeur 
moyenne du facteur — sin*^. On aura

(«) a r j t L ^ i  
J a «os- c J Vt fl'

Nous allons niaiutenanl faire tendre \ # sers l'inlini. Posons pour 1rs 
très grandes valeurs de r, comme au n" 1)3,

F l  v  ) =  r"« f B„„ ■+■ B'tr{ v  ) |,

F
rt. «tant un exposant tel que — ail une valeur Unie pour r . x .  L:t 
fonction xF(r) tend, par consécpient, vers zéro.

On aura ainsi, à la limite,
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l-e second membre est donc une quantité finie, si est dilFérent de 
zéro.

Or, si le second membre de l'intégrale (i) est fini, il en sera de même 
du premier qui. intégré, donne

A-logtang^ j  +  lo g lan g  ( ‘j  -+-

1/ inclinai son ~ ne pont donc prendre ni la valeur < ni la

valeur ^ ^  qui rendraient infini le lerme log lang ^  +  ^)-

Donc, pour e =  x ,  l'inclinaison 1  a une limite, que nous dési

gnerons par W, et qui est différente de (zt. ^  •

Cas d'exception. — ün voit immédiatement que si dans l’ inlé-
/<i* r & du •

on a «* =  o, cVst-ù-dire F(V) =  consl., pour r =  :o
- «e i

(la courbe des F(r) admet alors'une asymptote horizontale1 pour les 
grandes valeurs de n , cotte intégrale, qui devient loge, e.st inlinie. On

a donc W=:~, dans celle hypothèse.

173. Théorème IV. — Pour t --  — jt la ritesse r du projectile 

tend rers une limite \ telle t/ue cF (\  f ) - - g.

On écrira Hiodographc

iln
r -t sim: d-

COST

D'après le théorème III, la vites.se e ne devient pas, en général, 

inlinie dans le voisinage d e ^ ---^ - On pourra donc, entre ot, assez

voisin de  ̂ cl ^ ~ j  i remplacer ^ iL -j-s in ^  par une cons

tante /»*, valeur moyenne.
*' d  V d~j

Intégrant alors ré(|uation - .~A,f on aura

Mais, pour*

r tang*'^j ï ) «  V.taug*'(| •+■

-  " > on a v
o.
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Puisque r ne de\ient pas. en général, infini, au point (—  il faut

que «.oit nul ou positif, car une \aleur négative rendrait r infini.
Si/,' était positif, on aurait r — o. Le projectile s’arrêterait dune, 

sollicité cependant par une seule force, la grn\ilé, si la résislancec h’(<»> 
est nulle. Donc r ne peut être nul que s’il e via te, dans l’expression de la 
résistance, un terme de frottement, tel que cF 0 ^ •>; c’est un cas parti
culier.

Donc, en général, e ne sera ni nul ni infini.
On en conclut que A1 doit tendre sers zéro. Donc. A la limite, on a

eV----- 1- sur: =  o
*

Comme sinT =  — i. on voit que la vitesse r tend \ers une limite V .  
telle que cF^ V  ) =  «■ . C’est la vitesse terminale déjà considérée dans 
le tir vertical ( 1 2 i ).

Cas d'exception. — S’il existe, dans l’expression de la résistance, un 

terme constant tel que — l i l ,  soit £ 1 , la vitesse terminale o.sl nulle; car. 

dans l’équation différentielle

ÎL
e

on a

» r<îF(M . 1  (h
L H J <îik-

r*FYi>ï, cF (o )
S

puisque F(n) croît par hypothèse avec r.
Donc, la parenthèse est toujours positive, et l ’on tu a\ir /»' positif.

e tang*1 +  7 ) "  V0tang*'^ -1- ^ .

Le second membre s'annule pour t —  donc N '^ n .

Remarque. —  Le cas de \ ' =  oo est compatible avec t  - - q u a n d , 
cFfac )pour r =- »  . on a — -—  =  consl.

Résiwé. - - Soit, représentée, sur la ligure 17 9 , la fonction |
en fonction de i\ ' s

Soit a0 le point correspondant à la vitesse zéro ; on n a,, ’z f*4lV *.
A*
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On a toujours  ̂ a0 puisque, par hypothèse, F(t* ) croît a\ec c.

9

Fig. 1 7 9 .

V

O

On distingue trois cas : le point I\I est entre o etc/,,, ou entre c ia . ,  
ou au-dessus de

Premier cas. -  //0„ 1, la \iles.se terminale est nulle;

xoro et de Finliixi; elle osl telle que r*K( \ ' ) *

Troisième cas. - a J ,  1 , la \itesse terminale est infinie.

17 t. Théorème V* -» Il exista deux espèces de trajectoires, les 
unes avec sommet, les autres sans sommet.

D’après les. théorèmes précédents, on voit que, sur la irajceloire, la 
vitesse c variera, d'une manière continue depuis l’infini, pour une cer

taine inelinaisoa H, jusqu'à V\ pour l’ inclinaison ^ I I  n’est pas

possible. dans Pintenalle, que la \ilessee puisse s'annuler, les deux 
forces qui agissent sur le. projectile u'étanl jamais de sens opposé, sinon

lit» sommet de la trajectoire correspond à r  inclinai non t =  o. Done,
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si H est positif* ii criblera une valeur de r annulant t : la trajectoire
aura un sommet.

Si H est négatif, la trajectoire n aura pas de sommet.
Etant données les caractéristiques initiales( \ 0, a')du tir, l'intégration 

de l'hodographc donne la relation z =  ç< ?\ Y0, a). D'une manière géné
rale, on aura donc =  s( ac , \ 0, a).

Si o< x  , \ o* a) >̂Os les trajectoires ont un sommet ;t»îtp<oo , \ 0,ot) o, 
elles n e  n ont pas. Pour z =  o, le sommet existe, mais c'est le point H 
limite delà trajectoire. Bien entendu, si a o, il existera toujours un

sommet, t \ aria.nl de a à • Le problème ne se pose que pour les

angles do projection négatifs.
On appelle, parfois, les trajectoires sans sommet, trajectoires des 

bolides, parce qu’elles correspondcntà celles que ces corpuscules pcu\ eut 
décrire en abordant, sous un angle, en général, négatif et avec une v i t e s s e  

énorme, l'atmosphère terrestre clans laquelle ils s’allument.

175. Application au cas d’une résistance monome. — Faisons l'appli
cation des théorèmes qui \ienncnl d'être démontrés au cas d'une résis
tance mono nie : c F(r) =  bfirn.

(Exceptons le cas limite de n = o ,  qui doit cire traité spécialement.) 
L'hodographe s'écrit, dans le cas d'une résistance nli‘m<\

d{ v COST )
bn r "-*-1 =  d-z.

Multiplions les deux membres par — ~ r*; il viendra t i cos"*-1.

ÜL ^  c cost ) _  d~.
bn e"+1 cos,i'M': ~~ cos«'M“:

Les variables sont séparées, et Ton intégrera, de \ D à r et de % à t, 
sous la forme

* . r  _  Ar . r "  **
nù„i>»co8»z J{) cos«-+*1>: cos«a J{> iW»*1-:'

Le second membre est une quantité finie. Donc f  — ~ r - doit rester
1 Jn COS"11T

liai, même pour x . L’angle limite « est différent de j» valeur qui 
rendrait infinie l'intégrale. Il a pour expression, eu fonetion desoararté-
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ristiques initiales ( V„, «),

dz
COS*-*-1 - nbn \ {{cobrta - f•7n dz

cnbw‘t 1 z

("est In relation f) =  îp( x ,  V0, a).
Bien entendu, si a est positif, Il existera. toujours un sommet. Soit a' 

lu valeur absolue de l'inclinaison négative initiale a.
Lu trajectoire aura un somniel si

> n cosw dz
i*Ob/,+ 1<!

Elle n'aura pas de sommet si l'inégalité est en sens inverse. Le cas 
d'égalité correspond u l'hypothèse où W =  <>.

Le premier membre de l'inégalité est le rapport, de la gravité a la résis
tance initiale. Une table de la fonction de a qui ligure dans le second 
membre pourrait être dressée et permettrait de résoudre immédiatement 
le problème de l'existence d'un sommet.

Lu valeur de la vitesse terminale est définie par la relation h„X'a=zf>*
i

( f» im

k )  ■

EjL'emfdti, —  Soit une résistance linéaire // =  i .

L'inlrgralc ilm m t lim üH r-T-r---------1— lunu ar.** n  A, N tl eu s*  n

Lu irai ««loi ri* aura un sommet si•* «iV„
<1« l’aeeéléralion initiale />, \ « sur la \erlieale est |>lu.s petite qui* 

la

>  s i n *  , i* «ht -à -o ii 'u  mi la iti'O "

III. -  VARIATIONS DE LA VITESSE.

176. Théorème I. La ritesse r tin projectile. passe /ntr un mini
mum rm pour un angle négatif t,,: entre em et t m existe la rela
tion H*’( O  •msrso*

L'équation «liHV*i*eiilielle ili* ritodograiplt** s’éeril, i*n ellet,

dr r fuV . \
dx «osi # }

/  a p
la dérivée s'annule pour les deux valeurs r =ss o et y  -+- 

i° L'égalité r -ss o ne peut être satisfaite que dans deux cas.
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En premier lieu, wl s'agil du tir \ertical ascendant, où 

et où la vitesse dcxienl nulle au point culminant de l’ascension.
En second lieu, v peut s'annuler au point ^ l o r s q u ' o n

a cF(o')> 173).
Ce sont là deux cas d’exception, qui représentent cependant des 

minima réels de la vitesse v.
2 ° Ces deux cas éliminés, reste le point (r, z:)m défini par la relation 

cF{l'm) +  ^5111-111= O.

D'abord, si ce point existe, la vitesse v passe bien par un minimum et 
non par un maximum.

En effet, la dérhée seconde est

d*
d

î |> f F - t - r F ' )  . 1 d v  T / c F  . \  sin^ "I
—   ------  ---------------  -f- sin t +  i> i + ------ h SI!)t ) -----j— hV  co$z[ g J dz [ \ £ / cos-tJ

ce qui, au point { r, -)m, où — - sin̂ :
§

o, sc réduit à

[ d * » \
\ rf!*/rn ~ l’“

C'est ( excepté pour rm =  o) une quantité positive. Il s'agil donc bien

d'un minimum de la vitesse. Ce minimum est d'ailleurs unique, car ,d~J

ne peut changer de signe pour une \aleur annulant ~

3° En réduisant les termes, on mettra sous la formedz*

d*v r f  / c F \ V  c K \  c F / 0 uF'\ , *|
=  i , +  ( t )  ( , +  — )  +  + ~ ) s,"" +  m“s t

4° Lu possibilité de l’existence du point ( e, t)„, de \ ites.se minimum 
étant ainsi établie, il s’agit, de discuter maintenant, la réalité de son exis
tence. En effet, la r e l a t i o n 1 +  siivr =  o. qui le définit, est éga- 

• j> e F (V ')  *le ment satisfaite par— -— =  i , au point de vitesse terminale. Kn d'autres

termes, il } a lieu de se demander si les deux points 7 1 et (\ \ . * j

sont toujours distincts, ou, au contraire, s'il y a des cas où ces points se 
confondent.

Le principe de la discussion qui va suivre et qui permet de résoudre 
complètement ce problème a été indiqué par le colonel Sineei.
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177. Théorème II. -- Dans une trajectoire arec sommet, si le 
degré n de la résistance est supérieur ou égal à l'unité (/i> 0 , il 
existe toujours un point ( r , : ) ni de ntesse minimum, distinct du

point ( v ,  y

écrivons l'équation différentielle de riiodographc sous la forme

cl (y cos - > ^  rF(v) fdz 
r2 cos2': gv cos2':*

et intégrons, depuis le sommet { Y\,o) jusqu'au point ( r, 'r)Ill. On aura

!_____ ï_
Vm (’OSTni \ f

Z* 1’"1 r F  
/0 cos- x =  — A Lang xm ;

A est une valeur intermédiaire entre «‘elles que, dans les limites de l’in-

legrnlion, prend le rapport ..»
On <‘u déduit

_ _ V L r _ . .
m eosxm— A  \ \  si«Tm

Posons A \ x ~  tnng’L, e<‘ qui étant positif détermine un angle aigu ; on 
aura

r,
sm  y

A cos C *+• Xjji i

D'autre part, em et ?m, qui sont liés entre eu\ par réqualinnci-dessus, 
c'est-à-dire par riiodograplie intégré, sont en plus, au point devinsse 
minimum, liés par la relation de délinilion du point { r, *z)m :

<’ F m 'ih! i- a* sinT m--= o.

On a doue, par combinaison des deux équations,

si n <|z

Posons

nous aurons

e F « r,„ i r ___
A  Citsi ' l  H X,n ) »—  SIIlXm.

n mm } r F(rm) ,

 ̂ /• " *

jisîn  ̂ t-ftinxmroscj/ -t- »  o,

qui revient, identiquement, à

( «AJ — I =* — Sinf-AXm-h

Supposons qu'on ait fi„ i . On aura %p —  ! * i .
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Le premier membre de l'équation précédente sera plus petit que i, et 
Ton pourra poser

( a £ — i) sin6 = suis,
clant un angle aigu.
L’équation — sin( ‘*Tm +  *1) =  sinœ donne

9 -h cp ; d’où ~m = —
o H- •!#

A

Or © et i  sont deux angles aigus. Donc rm sera un angle aigu dif

férent de <\ q . y .

Si 3: i , on aura
doù

i° N oyons maintenant la signification de la condition [3 < t . Supposons,

ainsi qu'il a été dit. que cF(v ) croisse avec t\ ce qui aura lieu si le

degré /*, de la résistance est >  i . Comme la vitesse r diminue depuis N  ̂
au sommet, jusqu’à rm, au point Tm, on aura

cFiünJ > c F (\J
----------------  <v, ------- r=----- ?

/n>m a N s
I , , a I r I* i rfn )et comme A* est une moyenne entre ces deux valeurs, p -  7 --------

r  A A* f'm

sera compris entre i et une quantité ^ ï . On pourra doue poser, par 
suite, [3 S i .

Le théorème est donc démontré; il existe, lorsque i, un 
point (?', z)m de vitesse minimum distinct du point \ ^  •

Dans le cas de /? — i , on a vu que Thodographe était une droilo(10f>7 

le point (r, 7 )m est le pied de la perpendiculaire abaissée de l’origine 
sur celle droite.

*i" On doit remarquer que^cc théorème ne dit pas qui1, pour n i, il

ne pourra pas exister un point (e, 7 )m distinct du point — » J •

La démonstration est fondée sur le fait que le sinus d'un angle aigu 
peut représenter le produit (a fi— i )shvi/, qui doit seulement être i* 
La condition (3< ï , qui est suffisante, n’est donc pas nécessaire et, ainsi 
que nous le verrons, il existera des eas n <  i, où, celle condition n’étanl 
pas réalisée, la vitesse minimum existe cependant. Mais on voit que la 
condition d'existence dépendra de»!/, c’est-à-dire de fc \

178. Au si\jet de cette démontration. -  Avant l’élude complète du 
problème, qui a été faite par Siaoci en iijoa, les Traités de ftuüsLiqiie,
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depuis Samt-Iloborl cl même le Traité de Siaeci de 1 8 9 2 , énonçaient et 
démontraient un théorème général, qui prouvait l'existence, dans lotis 
Les eas, qu<*l que soil le degré /? de la résistance, aussi bien pour les 
trajectoires sans sommet que pour les autres, d'un point ( r , -0 ,,, de

\ilrsse minimum, distincl du point ^V, —

11 importe ici d'examiner celte démonstration, eu v ue de mj rendre 
eomplc d'une cause (h* faux raisonnement dans le procédé général qui

consiste à remplacer, sous Le signoy. une quantité variable par une

conslanlc. Cette critique et le théorème précédent sont dus au capitaine 
Cavalli (1901 ).

()n écrit l’hodographe

d ( v cos t ) r F( » ) dz
v cosz  ̂ ROs t *

cl, posant A* égal à une valeur moyenne, entre, la vitesse au sommet VA 

et rnr du rapport iLilJ, ()11 intégrera sous la forme

O11 aura donc

n) Cm — --- -- tanâ  ras “Cm ( t - t )

relation qui existe avee l'équation de vitesse minimum 

(2 1 e K( cm ) i- £  siriTm ■=. o.

Ces deux équations, disait-on, sont incompatibles pour*:,,, =-.

Kn ol!et,si -r,,, l'equation (2 ) donne — 1 . Comme ou

a \ s » rm i ear r diminue a partir du sommet), on a cFi y s) 1 , et, par

rK(V,s) , <?F( i’i»i)suite, /»• >  1 , puisque A* est une valeur moyenne entre — - —  et — -— •
1Ç

Mais, si h • *, b* .second membre de l’équuliou (1 ) pour *7,,, =  ~ -

devient nul; ou aura doue rm-=o, ce qui est incompatible, eu général, 
eP( i»m )avee — -* . i .

tf
Doue différer» de
La vice de celte démonstration est qu’on peut avoir À* =  1 , à la limite,
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cl que, pour h =  i, le théorème n’est plus vrai. On n’a plus 1 incompa- 
libilé vm=  o.

Si, en cilel, csl très voisin de ( —  f  ) > on intégrera de V,ç à (rm — s » 

et Ton aura bien Ay>i. Mais, si Ton complète 1 intégration, dans la 

seconde partie. —  i-— sera, à un infiniment petit près, voisin de -— — * 

ci k lendra vers F unité, rendant impossible la démonstration comble.
Au contraire, dans le théorème du n° 177, la démonstration a été cor

recte, parce que le théorème démontré est \rai pour [â^i ci non, seule
ment, pour (3 >  i .

179. Théorème III. — Vitesse minimum clans une trajectoire 
avec sommet 0  >  o.

Nous continuerons F exposition de la théorie du point de vitesse mini
mum en raisonnant d’abord sur le cas d’une résistance monome, ci 
en étudiant Fhodographe intégré dans cette hypothèse.

Prenons le cas d’une résistance F(p) =  a\ec cïitt— h,f 'Nous
avons trouvé (17S) l’intégrale de Fhodographe

$ r~ <k _ r {m) dx
nbnvn cos"x JQ cos"+1x J{) cos"Hx ’

La condition, qui, pour celle forme de résistance, définit le point de
vitesse minimum (r, T)m, est
\

bn Cm
g

sinxm =  o.

Portant celle valeur dans Fhodographe, il viendra

i r Xm dx _  dx
siiïXm cos"xm nJ0 QOà'i+1T “  nJ{) cos" » l%*

cl celle relation détermine l ’inclinaison rm.
Mais, on vérifie aisément, en difFérenlianl les deux membres, l'identité 

suivante :
dx

cos"+1 X
sinx
eos"x IJ

f .
T dx 

COS"**1 X

Portant cette valeur dans l’équation qui détermine Tm, il viendra

(D cos"~2Xid siaxm .........Ju COV'-lt ,/# C O & ' H l -

H rlx

CVst l'équation qu'il convient do discuter maintenant.
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Discussion. — Nous supposons 0 > o ,  puisque la trajeetoire a un 
sommet. Dont1 le second membre de l'équation esl positif. L'angle 7m
est négatif.

i" // >  i . —  Il existe toujours un point tu, de vitesse minimum. 

Dans le premier membre, le premier terme ----- — ------ est positif
\  CUSw""'î Tm SI 117111 1

et varie, quand 7m \arie de <> à ^ ^  :

de  -f- *  à o. si n <  a ;

(le ; à — r t si n =  i ;

d e  i- 3C à -h  -c, si n >  >

, Tm
Le second terme du premier membre (n--  i) / — ■ * ■- est néuat if

1 ' J0 eos«-l7 ^

cl \arie de o à - x  ), pour? allant de o a ^  •

Dont1, si n <>>̂ le premier membre varie do (^+oo ) à ( —  x  ). 11 
existe ainsi une \aleur de Tm rendant le premier membre égal au second.

Si n *••>,, le premier membre, pour tiu-“  -  se présente sous la

forme (x * x  ). Mais, si l'on pose 7m-- - ~ -h 8, on lrou\e, en

f a i s a n t  eos-r... - 0, s i n 7 m i :

i /‘ (J d0 i ( n — i »
0J_. - o  /( n - . - . ï - p T ^ i - — ;•

Cotiiinr /* >  a, on a - -- ™ • i ; doue la limite du premier membre est

encore - x  ), pour H - u.
(ïe premier membre \ariant ainsi de ( \ x  ) à ( ~oo), il existera uni' 

\aleur de 7m tjui satisfait à l'équation du point de. vitesse minimum.
*>,“ Pour/*. i, le point de vitesse minimum est donné par l'équation

tan g H ,

qui peut toujours être satisfaite par une valeur négative de 7W.
>  n ; i .  Les deux termes du premier membre de l'équation 11 ) 

sont positifs; ils ne deviennent ni l’un ni l'autre induis négatifs

p o u r 7wï*= U n'est doue pas certain que la relation (i) puisse être 

satisfaite.
Cherchons quelle est la \aleur minimum (pie peut prendre ce premier 

membre; elle s'obtiendra eu égalant à zéro la dérivée par rapport ii 7.
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Celte dérivé* est égale à

s in _ i t cos -h  (a — « )  c o s 1" " '  4* ( «  +  i)  cos1~""t =

Elle ^annule pour *z =  — f  seulement.
Vinsi donc, le premier membre de l'équation (i) diminue toujours. Sa 

plus petite \aleur sera celle qui correspond à t =  — ~9 auquel cas elle 

se réduit à

On aura donc ainsi, en changeant les signes, comme condition, la

théorème s'énoncera ainsi :

Dans le cas de n<  ̂i, si l'inclinaison limite (*), correspondant

il n existe pas de point de vitesse minimum.
Si 6  >  il existe un point de vitesse minimum.

4" Celte relation de condition, qui renferme l'angle auxiliaire <*)', se 
conuTlil aisément en une autre qui ne renfermera que les caractéristiques 
initiales du tir (a, V0).

Remplaçant, en eiïél, / —  ̂  ; par sa \alcurçl75). iUicndru, eouune 

condition dVxistenec d’un minimum de vitesse :

On peut aussi introduire la vitesse an sommet \ s et, remarquant 

que j~- ~  \ écrire

suivante :

à v =  x ,  est plus petite que la valeur 0 ' définie par l'équation

£. » 
bn VJ cos" a
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180. Théorèm e IV . — Vitesse minimum dans une trajectoire sans 
sommet (-) < o.

L'équation qui détermine l'inclinaison tu1 au point de vitesse minimum 
est toujours la nx'mo :

0  )
1 , , f Xm dz f H dz

ros«"-x,,! hin-:,,, J  eos/# ~lz J  cos«+-1<:

Mais ici l’angle limite <") est négatif.

i° n <C 1 . — Il n'existe pu* de point de ritesse minimum. Car les 
deux ternies du premier membre sont positifs. Le seeond membre est 
négatif.

•>;» // „_i. - H n'existe pas de point de vitesse minimum. Car
iYquntion

a ses deux membres de signes opposés.

n *>.. La ritesse minimum existe toujours.
Kerivoits l'équation ( i ) sous la forme

/*r" </t 1 / * °  tf- ( smH
0osw 1 t i os«-*,:,„ sin-m ' l \ln ros'4—1 t ’ eos^B1

d'après l'identité indiquée précédemment 1̂70).
Si l'on fait jrm- W, le premier membre est positif, taudis que le seeond 

est négatif.
Faisons maintenant tih:=: Nous avons mi tjno le premier membre

a pour limite (— x ) (  170 t.
Donc, pour Tm \ariant de H à (** “ j* le premier membre passe d’une1 

valeur positive à une valeur égale a ( x ). 11 existe ainsi une valeur t/m 
telle que le premier membre prend une valeur négative, égale a celle du 
seeond.

\n i <  n * , •>,. C'est le eus (pii reste à examiner.
Les deux termes du second membre sont de signes contraires. Iiai- 

sonnant comme au théorème III ( 170, 3°), en faisant les mêmes calculs, 
on voit que la valeur maximum que peut prendre le seeond membre cor
respond à -■ 7  et la condition d'existence s'exprime exactement par
la même équation.
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Lorsqu'on a i < n . < 2 , si l'inclinaison limite 9 correspondant 
à v =  x  est plus grande (en valeur absolue) que la valeur W corres
pondant à l'équation

il nexiste pas de point de vitesse minimum.
S i  9  <  9 ', il existe un point de vitesse minimum.
On exprimera, comme précédemment, l'équation de condition en intro

duisant les caractéristiques initiales, V , et a, mais non la vitesse V, qui 
nYvistc plus.

181. Théorème V. — Pour une loi générale de résistance, si le 
degré de la résistance est jïV, il existe toujours un point de vitesse 
minimum, quel que soit l'angle asymptotique 9, positif ou négatif.

Nous allons maintenant chercher à nous atlrancliir des rosi ridions 
dues à ce que les théorèmes 111 et IV ont été établis dans le ras d'une 
résistance monomc. Ici, comme il a été fait pour le théorème II, nous 
prenons une loi de résistance de l'air quelconque, c l4’ (o), sur laquelle le 
degré n varie arbitrairement, mais ne descend pas au-dessous de n, 
au moins entre certaines limites, c'est-à-dire quand v croît de V  à V0,

Lemme. — S i le projectile, est tiré à une vitesse V u< V', la trajec
toire renferme toujours un point de vitesse minimum. Car si le point 
initial est un de ceux où la s ilesse décroît, celte décroissance a une limite.

Fig. iNt».

V*

\/
/

puisqu’il faut que la vitesse remonte à V\ Si, lui contraire, le point 
initial est de ceux où la vitesse est croissante, il suffira de considérer les
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vitesses on amonl de V0, parmi lesquelles on trouvera une vitesse mini
mum, puisque la limite de v est intime.

En d'autres termes, si l’hodographe, qui vient do l'infini, pénètre .dans 
le cercle de rayon V', il existe un point de cet hodographe qui est à une 
distance minimum de l’origine.

Si le projectile est lire avec \ 0>  V , mais s'il passe par un point 
^dillercnl do — où la vitesse est V', il y aura un minimum de\liesse.

Donc, chercher les conditions pour qu'il existe un minimum de \ itesse, 
revient à chercher les conditions pour que le projectile passe par une

vitesse égale a \", avant «l'atteindre le point *

Démonstration du thêorrmt*. — Ecrivons l'hodographe 

<l(v < w s  ) __ e. F(x>) dx
v f t  1-1 COS" - ^ 1 X  g u "  COS" * ÎT

Soit (v\ t') le point, différent de ^ o ù  lu vitesse est V'. Intégrons
entre x el x'. Nous aurons ( 17o )

O) /< V’ fiosi';*
f %

. L <!
dx \

os" » k( V0 cosia i" " . f
dx

CO$,H~lZ

Dans colle relation, h est une valeur moyenne comprise entre les
i • i , , . . , cF(tn ’ , , . ». . cK(Vo)valeurs maximum el rtunmuim de ---- e esl-a-dire entre --------- rrrr-/re'  ̂  ̂ A'VS

et c • Mais comme, |>ar définition, - ™  ~-i, la limite minimum 
A*1 * ff

de k sera y 7£* et l'on aura

(a) j t 7» et i V ï ^ n r o *

Ceci posé, montrons qu'une valeur x' différente de peut satis
faire à l’équation (t).

i” Si, A x on substitue a, le premier membre (I) de ( i ) est plus grand 
que le second, puisque, par hypothèse, \ " <  V0.

»“ Substituons maintenant ^ ù x.

jï étant un nombre compris entre o et i et étant mis }k>u c  j ~ t > 

on aura, ponr premier membre (I) de (t), l’équation

( ? ) * « / *, . */*
dx

eo*«+«- oes»

P. tUIARMHWKtim» itou* X» 14
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ce qui, d'après F identité établie au n° 179, se transforme en

On écrira

( l )  =  ( / i - i )  f
t /  Il

d~.
COSw-1T

$ -h sin- 
C05rtT ’

H- suit 
COS* T ]

La première fraction de la parenthèse qui, pour t =  sc présente

sous la forme — a pour vraie \nlour —, —— -J— ; au point ( — -)> elleoo 1 n— •? mut 1 \ *1 /

devient ( —  ïï— 1  . \ n — 2

La fraction a, au point ^ ^  , pour valeur ( - x  ) pour (â =  o

et  ̂ pour £ =  i. Comme on peut vérilier que sa dérivée ne peut s’annuler

pour j3 <*;' j , la valem maximum est i-

Donc la parenthèse aura une \alcurqui, au plus, sera ^ H - ~ ) >  

c’est-à-dire ( -----) .
\  ̂ *>(rt-2j/

Par suite, si n >  2 , le premier membre (I ) tend \ers t - »  1 e,l sera 
j)lus petit que le second.

Ainsi, entre a et ^ ^  » existe une valeur de t différente de  ̂ ^

qui satisfait à l'équation (1) et à laquelle1 correspond un point où la 
vitesse est V".

Le théorème est donc démontré. Le point de vitesse minimum (r, c)M 
existe, dans ce cas, aussi bien pour les trajectoires avec sommet que pour 
les trajectoires sans sommet.

182. Théorème général V I. — *SV, entre V« et Y , te rapport ~ ™  

croit avec r, la condition suffisante pour t/u'il existe une vitesse 

minimum au point (r, T)m différait de ( \ \ — est

* dx
COSw"* 1 T c F( Vu)coswa >(n (h

CiikHiï

a étant rang te de projection et \ 0 la vitesse initiale.
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l\ ous supposons, bien entendu, // <  2 , puisque, dans le cas de 
le point de \itesse minimum existe toujours d'après le.théorème 
précédent.

Raisonnons comme précédemment et cherchons si l'équation (1)

1 — 1 C~' dz 1 r x
* / r ( \ ' e o s  z‘)n Jn c o s '^ 1*: A { \  <> cos a ;"  nJ ii c

th
C0S«H-1-

peut être satisfaite pour zf compris entre a et ^ ^  •

i° fin substituant a à V, le premier membre (I) de est plus j>rand 
que le second, puisque V'<^\ 0;

2 ° En substituant ^  à la condition, pour l'existence d'une

racine, est que (1 ) soit plus peliL que Ja plus petite des \aJcursque peut 
prendre le second membre.

(îomme on a eïV v "i* 011 <k(T*ra <I<)n<'? pour la condition,

ï *  dtz g{ V« commit *  c K( V„)co.*-cohrta

Remplaçant (I) par sa \aleur calculée au numéro précédent, il 
viendra

/ 7  dz • T -Hsinx'l  ̂ /'* dz ’ fi
' " - ' i l  +  | i  ^ rrrz +  7VJ7^ cos" a

Mai», pour fi - o, lu fraction ^ j grz~» <p*and i '  -= — devient é^alc

A ( oo); pour fi-:: i, sa \ra.c \aln.r est ( -  ^ 7 ^ 5? )  <F‘ 
nulle, pour n <  a.

Doue, le maxitmim'de(I) mira lieu pour l'hypothèse ji -= 1, et l'on aura

f  <h . C _ÊL— #
< i,t * «SOI*-»T v'  U J 9 cos"+'1t r  F( VQ;co»"a*

C’est la condition posée dans l'énoncé. <
On voit aisément que cette condition renferme le théorème V; car,

-2
si n \  a, l'intégrale J ~ lz c  *:st û (— ao ) et l'inégalité est satis

faite.
Elle renferme aussi le théorème H; car si «2 i, l'intégrale précédente
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e&lnégative, el s i 0 > o  (trajectoire avec sommet), le second membre 
est positif.

Remarque. —  La condition trouvée est suffisante, mais non néces
saire, puisque, partout, pour la démonstration, on a remplacé les 
variables par leurs valeurs limites.

183. Théorèm e V I I .  — Variations de la vitesse verticale.

Les variations dw de la vitesse verticale <v= v siiiT seront réglées par 
la fonction

d w  » d v
—  =  SOIT -r- -+- V CüST =etz az

v I c F . \
—  ( n ------- s u it ).cosr \ B I

Cette fonction s’annule en un point (ü,T)t tel qu’on ait

cF(z>.) .
■ s in  "j "h  i i

g

Formons la dérivée seconde. On aI

d 2 w

dz1
, v /cF 
cos*t: \ B ■ s ia ^  £2 4- — (u Ff F ) &in-J »

ce qui, pour c F < v, )
sm- ■ 9 donne

' ' bin*S|

Au point (v, t)|, s’il existe distinct du 'point » la vitesse

verticale passe par un minimum ou un maximum. Comme $in?( est 
négatif, pn aura un minimum, si n >  i , el un maximum, si n -V i •

On peut remarquer, en outre, qu’au point de vitesse minimum 
on a

(dw\ fd*w\
(tfS7B~ VmC09t,“ el ‘ (îfc»7«“ 0-

Cherchons, par le même procédé que pour la vitesse minimum (?>,t)b 
et d’abord pour une résistance monome, les conditions d’existence du 
point (u,t)|. (

En ce point,' Ifhodographe s’écrit ’

g » ,t f Tt r_ f & <fa
; b u  V f  COS'1'* J q COS*4** T *

J' y  r I ’* "  ‘ \  "  ' ! 4' ■

En y joignant l’équation, de définition du point (d,t){ de rr minimum,



V \ MATIONS DË LA VITESSE.

qui esi

on aura

COS""*"1

Mais, d'après la relation établie au n° 179, le premier membre n’est

P r e m ie r  c a s . — La trajectoire a un sommet 0 >  o .

Le second membre est positif.
i° Si rt >' i , le 'premier,membre, t, étant négatif, est toujours néga

tif. L ’inégalité ne peut jamais être satisfaite; il ti'existe jamais de 
point de vitesse verticale minimum.

2° Si n -- i, l'équation donne zéro dans le premier membre, qui ne 
peut égaler le second.

Pas di' point oi'i <v passe par un minimum.
Si n <  i, le premier membre est positif. 11 part de o pour t, ~ o. 

Comme la dérivée (n i) cos* est toujours positive, ce premier 
terme croît toujours. La plus grandejvaleur qu’il puisse prendre corres

pond donc à T ,=  -■ «

Donc, dans le cas de « <  i , il y aura un point de vitesse verticale 
maximum si l’on a

En comparant tous ces résultats avec les conclusions du n4 179, on 
reconnaît aisément que : Quel que soit », quand existe, (o,t),
.n’existe pas, et inversement ; Us poin ts de vitesse m in im um  et de 
vitesse ve rtica le  m axim um  s'excluent réciproquem ent dans une tra 
je c to ire  avec sommet. ,

Deuxième cas. —  La tra je c to ire  n 'a  pas de sommet 6  <  o.1 #<& , 1
Le secomVmembré de l’équation est négatif.
i* Si, n <  1, le premier membre est positif; il ne peut exister de 

point de vitesse verticale minimum.

aura, pour définir le point t»

l’équation
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2° Si n =  i, pas de point de «• minimum. 
t '$* Si /icü, la vitesse verticale minimum existe toujours; car, ponr

•?,==— ■ j. Pour une certaine valeur t,, l'égalité des deux membres se 

réalisera donc.
4° i <  n <  2 . — Dans ce cas, la limite de l’intégrale n’est plus l’in

fini. Pour qu’il existe un point ( i\ t\ de vitesse verticale minimum il 
faut que

C’est la même condition que pour la vitesse minimum et l’on énoncera 
le théorème suivant :

Quel que soit n, dans une trajectoire sans sommet, les deux 
points de vitesse minimum et (r,T), de vitesse verticale mini
mum sont toujours associés, l'existence de l ’un entraînant celle de 
Vautre, et inversement.

184. Théorème V in . — Le point de vitesse verticale minimum 
(w,t), est situé avant le point de vitesse minimuth

Rapprochant les deux équations qui définissent ( r , ï) m (170) et 
(t1,?), (183) et qui ont même second membre, ou mira

sera positive et, par suite, comme n > i ,  dans te cas d'existence des 
deux minima, on aura (en valeur absolue).

cos» ‘t " co»«-1t*simn

Donc, puisque 7m est négatif, l'intégrale

c. <). r. n.

rtr. — FORME GENERALE 9E L’EODOGRAPHE.

185. Équation de la tangente à l’hodographa. - • L’hodographe est 
une courbe exprimée, en coordonnées polaires (v,t), par l’équat-’on
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d{v cosx'i _  cv FC v )

que nous prendrons aussi sous la forme développée

do v fc V  . \- r  = 5 ---- ( ------h sin's ).
etc eus t \  # J

Étant donnée une courbe en coordonnées polaires (u5t), la tangente 
en un point IT esi déterminée par la valeur de l'angle t, qui est telle que

tanj* i ■= a drz 
do

Ou a clone, dans le cas de l'hodographc,

. ^cos-c
t a n g i =  7^2--------- -------

& CF H-/r 91 RT

Fig. 181-

On saut (MB) que l'on construit géométriquement la tangente à l'ho- 
dographe au point H, en prenant H Asr:cF(?;)et AK  == et en joi
gnant IIK.

Dans le triangle AHK, on a

Ail s i n K .
AK ** sinH*

or l’angle IC est l'angle i, l’angle en K est égal & . ? «- .

Donc
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on 'retrouve ainsi la formule

l a n g t  =
^•cos- 

cF -+- jrsitiT

186. Discussion. —  Examinons ce que donne l'équation ei-dossus 
pour la tangente aux différents points de l’hodographe.

i° Point à IHnfini v — x . —  Si /i„, degré de la résistance au point 
u =  » ,  est plus grand que zéro, cF(v) tend vers l’infini. Donc l'angle ». 
tend vers zéro. L'hodographe a pour direction limite, à l’infini, une 
droite faisant avec l ’horizontale l’angle 8  défini par le théorème 
du n# 172.

Si =  o, nous savons que 8  =  On a également t =  o.

Dans le cas de «< >  o, il s'agit de savoir s’il existe ou non une asymp
tote de direction 8 . A  cet effet, il suffit d’étudier la limite de la lon- 

, gueur PH pour r =  x .
Fig. 13a.

qui se présente sous la forme (o x  ce). 
On écrira

dont la vraie valeur est

PI1 = — cos<e— z) cosfe — 'Q 
sîn6

t» C09Z
cV
&

■ Mm
»

ce qui, pour -r =*8 , devient

PH as 0 0 8 6

sinô
S . v

cos6 g  
sinB QhV*"1

Si n K >  i, limite PH =  o; le rayon vectedr 8 est une asymptote.
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Si nm =  i, limite Ptl = ~ -col 6; l’asymptole est une parallèle au 
rayon vecteur 0.

Si <  r, limite PH =  cc ; il existe simplement une direction para
bolique 0,

*4° Sommet. — Si la trajectoire a un sommet, (? —  o , ü  =  V.ç), on a
g  F(V')

tangt 855 WTvT) ou cncore tans'“5=8 FTvTj5

puisque c*F ( V ) =  g. »

3° Théorème, - - La tangente au poinL(V'), situé en amont du point 
<le vitesse minimum, où la vitesse est égale a la vitesse terminale V', va 
passer par le point — ï j  dr l’hodographe ; car, si — 1;
on a

tangi = cos»:
I -{- biiiT’ <ro«

i u Théorème général. -  Le théorème précédent est un cas particu
lier de celui-ci : En deux points de Vhodographe où les vitesses sont 
les mêmes, les tangentes se coupent sur la verticale de Vorigine.

Fig. M .

Gela ressort de la construction géométrique de la tangente à l’hodo- 
gruphe. On a, en effet, s

OP OM
T œ <î f ; d'où :0F  w a F (a)

Donc OP est constant, si v est constant, quel que soit?.
5° Au point (v,?)m de vitesse minimum, le dénominateur s’annule : 

tang i devient infini ét, par suite, le rayon vecteur est normal à l’hodo- 
graphe. .

6° Au point (©,•;), de vitesse verticale minimum, on a

U
sin^-i-,1 s» o.
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Donc
tang’. =  — tangT,,

La tangente osl horizontale.

- u Point de vitesse terminale ( \ \  —  • — En ce point, tang». se

présente sous la forme puisque cos t =  o, sin ?=  -1  et

Connue on a langt =  , et que v a pour limite V', il suffit de

( '£ )
dvchercher la limite de ^  > pour ? =  <>. 

On a

d’où

1 — cF -H g sinT
r  d z  ~~ ^ c o s -

, cF'lim  4- tfcosi 1 /ar\ \d- /
V' im \d z)  ~  # sin':

et, au point ^V\— on a

1 fdv\ cF' . fd\'\
Ÿîiunu j ==T i,n‘ u )

Cette équation ne peul être satisfaite que par Tune ou l'autre des 
hypothèses suivantes :

Dans ce dernier cas, comme au point ^V',— on a aussi

cF(V7) =  #', on en déduit K =  V; F', ce qui montre que le degré n de 
la résistance est égal ù 1, dans le voisinage du point V\ On sait que, 
dans ce cas, l’hodographe est une droite, inclinée sur la verticale, dont 
la direction dépend des conditions initiales du mouvement.

Ce cas particulier (/t' =  t) étant excepté, quelle est, de 0, ou de 00, la

valeur limite de Pour le voir, il est nécessaire de procéder comme il 
suit :

Au voisinage du point f V , ~~ posons

•K et ü s ïV ' - s.
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I/equation de rhodographe développée

dr . c ..COST --- U si ht = — vFdr.

pourra b’rerire alors, en remplaçant cost par 6 el bine par (-- i) :

dt
jjj -+-<V'-c)« £ ( V '- 5)FrV'-'e).

Développant I’’ par la formule rlo Taylor el remarquant que 
c K ( V ' ) e t  que ’-pr =  «', il viendra

dt , s
55 “  n (T iVoii s = a 0" ,

a étant une constante dépendant des condition!* initiale!» du tir.
Doue, la tangente au point ^V\ — ^  aura pour expression

S  w # " '•
F̂ r suite, ri étant, autour du point V\ le degré de la résistance. on 

énoncera les conclusions suivantes :
\u point \ :

Si /i'>  i, la tangente eqt horizontale, y  =  o,

Si /* '=  i,

Si nr . i,

d rincliné

v e rtic a le *
dr
7h sas 90.

Pour ri -r o, la démonstration précédente n’est plus valable* 
Kcrivons Vhodographe dans cet te‘hypothèse :

d r  . bo
« m ï - j r  —  V  S U IT  sas —  O ,

il viendra, pour k  tangente, lVi.pmsion (avec

tang s

m

COST
a sin ■: '

S» a ci, on a lim( tang-. ) =  o, 'pour ? =  -  . |  • I*  tangente est donc 
verticale.
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S i a = i ,  l’expression se présente sous la forme el l’on trouve 

lim(tang'.) =  lim “ 7  ̂> c’est-à-dire 00. Dans ce cas, la tangente 

au point ^ e s t  horizontale.

187. Rayon de courbure et points d’inflexion de l’hodographe. —
Dans une courbe en coordonnées polaires (t>, 1), le rayon de courbure R 
est donné par l'équation

d t*  J  *

En portant dans cette équation la valeur de ^  et celle de > cal
culée au n° 176 , on trouve

R as
_ e _  [ —

^ H -sin ^  (i>F'— F)C  C O S  Z

a. Les points d'inflexion correspondent aux valeurs qui rendent U 
infini.

i° R sera infini pour v =  00 ; car, au numérateur, on aura 
au dénominateur, v1"».

2a R sera infini, si c =  o(cas du vide), ou g o  (mouvement recti
ligne); car, g  est à la puissance ( -  1) au numérateur et ( -  1) au déno
minateur.

3° R sera infini, si uF' - K s s o ,  c’est-à-dire chaque fois que le 
degré n de la résistance passera par la valeur 1.

R sera infini, si sinv =  o, c’est-à-dire au point de .vitesse 
minimum (r,T)m.

5° Au point (V , — R se présente sous la forme 2.
‘ La fraction dont il faut chercher la limite est

cos*v -+•

COS T

\ ff 
(bnVa 
\ ê'

■S l l l 't l  I

■ sim̂

Comme au n® 178, 70, faisons vs= — d’où
2

COS T =»
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On aura
bn y* 

£
sin :  =

«■ U pour bn\ '" =  g, la valeur do ce terme sera —̂ n y 'j •

On aura ainsi à chcrelier lu limite de la traction 
on a (180, 7°) s =  a 8".

I,u fraction devient donc, à la limite, pour n >  o.

(«■ -<-- f , ) 1
n i k / i l i A v i  _______

■ nOyr
Mais,

Donc, n' élanl le degré do la résistance au point V', si /* >  la 
limito osl zéro : il n jr a pas de point d’inflexion de l’hodographe au 
point ( — Si la limite csl finie, même conclusion.

Si n1 la limite es» x . Il y a un point d’inflexion de l’hodographe* 

nu point ( - ï )

b. Construction du rayon de courbure de Vhodographe (OU. l*a-

Fitç. i8(.

R = €e cmi
i l <J0S*X (

oF , \n*-hsinxj
.?/—La g

( î ï .+ * i n ,y vlt '-V )  '
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remplaçons —  ■ +• sim; par sa \aleur et F '— K) par (n — i') F;

on obtiendra la formule
ji ni iw**

R = n —  i sint cos s cos( z •)

La traduction graphique de celte formule sera la construction suis ante :

prendre sur le rayon vecteur OM, la longueur MA =  •

Mener AB verticalement jusqu'à sa rencontre B avec la tangente en M ; 
mener BC perpendiculaire ù MB, puis CQ perpendiculaire à OM* Le 
point de rencontre Q de cette droite avec la normale MQ ài’hodographe 
donne, cn^Q, le centre dg* courbure cherchée.

188. Form es de l ’hodographe. T ra jecto ires  avec sommet H ^  o. —
Nous sommes maintenant en mesure de donner le tracé général de l’ho- 
dographe, en nous appuyant sur les théorèmes qui oui été démontrés.

Premier cas, n > i :
Hayon vecteur 0, asymptote;

Fig. i<S'5.

Point (v,x)m de vitesse minimum;
Inflexion en ce point;

Tangente horizontale au point •

Cas limite, n — <x> (vide); l'hodographe est une verticale

a -  we _ V#® lTft* O, V'se 9 0,

Deuxième cas, n —  i : l’hodographe est une droite oblique (160,3°) .



FORME GÉNÉRALE DE l 'üODOGRAPHE. 383

Troisième cas, n < i :
Rayon vecteur direction asymptotique ; 
Tangente verticale au point \ \

Fig. i$6.

y  a inflexion en ce point ;
b. Si d  ■ il existe un point de \itcsse vertic-nlc maximum 

il n’̂  a pas d'inflexion;
r .  H c= H'. Mais, dans Hypothèse limite qui sert de transition aux 

deux précédentes, quelle est la forme de I’hodographe?
Pour la déterminer, il faut partir de l’intégrale de l'hodograplie (179) :

g
bu vn coV* t

àz
C O S " h , T  = b

r H dn 
n jt cos*4,t ’

qui s'écrira

éT
ùn a" cü$*t nl

H ë c hint 
COI" T -< *

* rfc
C O S "  * T
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L’hypothèse actuelle 0 =  0' donne la relation ( 1 7 9 )

f* (i*~ /* “ cl~
nJ 0 cots"^ 1 dz ’~^1 n Ĵ0 cos"~1#:

Posons alors, au voisinage du point 

• >- = V '( . - £ )  .et Z —  —— ----- h  0 .

On aura

z  .  (i-hîo*)
---- ¥l------------ f n - f 1»*)- ( n - i )  pri----------

Fig. 187.

d’où, en remarquant que f y q  «= 1, il vient

£

• T %n
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Donc

ce qui, pour 6 =  o, montre que la tangente à l’hodographc est horizon
tale.

On pouvait prévoir ce résultat en remarquant qu’à la limite les deux 
points (r,7)m eL sc réunissent au point V' et que les deux tan
gentes en ces points ont pour limite une horizontale.

Quatrième cas7 n =  o :
Direction parabolique, 0 =   ̂•
Si a > i ,  on a et un point (r, tt)1 de vitesse verticale mini

mum ;
Si si == i, on a une laiigenle horizontale au point Vr;
Si a \  i, on a V7̂ = oo et un point (r,7)m de vitesse minimum.

Remarque. — Le degré it variant sur rétendue de la loi de résistance, 
et nm (pour r =  3e) pou\ont être différent de /i'(pour r =  \")y les 
forints de l’hodographe à ses deux extrémités sont indépendantes et l’on 
peut a\oir toutes les combinaisons de ces formes.

Fig. isa.

L’exemple suivant montre un cas où, en Y7, on a »'<[ t et où, pour 
t< ss w, on a «»> i ; tl j  a un point d’inflexion au pussage de la fonction 
F (r) par « ss i .

Probiinte. —  Comparer avec la forme véritable de l’hodogruphe
* . OIKMIMNMIRft, tOVH t. *•"*
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celle qui répond à l'équation

/cPf») . \ T eV(i' )

que le colonel A.. Mata propose pour équation finie de l'hodographe.

189. Trajectoires sans sommet. — Premier cas, n >  i :

Fig. 189.

Rayon vecteur 0, asymptote; tangente en \" horizontale. .
Si /i = 2, il existe un point de vitesse minimum et un point de

vitesse verticale minimum
Si « <  2, ees deux points existent, lorsque 0 - 0 '. il disparaissent

lorsque 0 V  0'. Si 0 =  0', il sont réunis au point V̂", - ^ .

Deuxième cas, « =  1 : Une .droite inclinée passant au point V'. Pas 
de point (n, t)m.

Troisième cas, n <. 1 : Ni point (»*,*)„, ni point (e,T)t :
Tangente en V' verticale. Direction asymptotique 0.
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Q uatrièm e cas, n =  o : Ce cas ne peut pas exister, car toutes les tra
jectoires possibles admettent un sommet; on a toujours 8  =  -+-->j*

Cela résulte, on particulier, de l'équation de condition établie au 
n" 17i> qui, pour n =  «», sc réduit à a o, ce qui est toujours vérifié.

H k h a r q d f s . — i 0 S u r le tracé continu  de f'hodographe. — Soit 
un liodographr correspondant à o ; nous l'avons limité à la 
valeur*:—.—

K i# . h j i .

Muis, analytiquement, ou peut considérer l'cqfiation diirérenlicllc 
i î j i  — pour des valeurs supérieures do t; posons donc *#Bb— 2 —t\
H^On aura
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Mais, si ^ est l’angle complémentaire de c7, tel que A =  £ — on aura
cos t  =  — cos «|>.

D’autre pari, d i — — drt — d ij.
Donc, l’équation différentielle "J?- ̂  —— ÎLLLLÎ, en posant

sera la même équation que — - - - y - 1; mais elle repré
sente alors l’hodographe qui admet un angle asymptotique « négatif, 
dans le prolongement de l’angle asymptotique 0 positif.

Les figures des n0-1 188 et 189 peuvent donc être juxtaposées, pour 
donner ce qu’on peut appeler l’hodographe complet du projectile 
( f ig . ip i) . Le cas représenté correspond & « = a.

a® Discuter l’hodographc dans le eas où l’on supposera « o. 
Prendre comme exemple, n = — i .

190. Ensemble des hodographes d’un projectile. — Étant fixée, mu- 
fois pour toutes, la fonction F (c) delà résistance de l’air, commune à 
tous les projectiles, un projectile particulier sera complètement déter
miné au poinl de vue balistique : i° par la connaissance de la vitesse 
terminale V', telle que oF(Y') — g ] cela revient à donner son coeffi
cient balistique c; a® par l’angle limite S correspondant à la vitesse 
v =  oc, et qui est déterminable à l’aide des trois caractéristiques initiales 
du tir («, e, V«).

Tous les hodograpbes d’un projectile seront donc déterminés pur la 
seule variation de l’angle fi, qui variera de à  ̂ -~)* Tous les

hodographes aboutissent au même point V\ pour t  ^ » et ont 
même tangente en ce poinl.

i4 Le lieu des points d’inflexion et de vitesse minimum de tous ces 
hodographes est la courbe c F (r)-f-g ,sin'c =  o 1̂).

Celle courbe, qu’on peut meure, pour la discussion, sous la forme

6«a'*-+- '̂ïinT =bo,

a pour inclinaison, sur le rayon vecteur en un poinl. L'angle i tel que 
lang t =  n t&ng ?.

Le cas de n  =  o étant écarté, la courbe part de l’origiuc taugen- 
t tellement â’I ’Iiorizontale, admet une tangente verticale pour lang*? =  i  
i*i lient finir au point V' avec-une tangente horizontale.

s° Le lieu des points (/-’jt), de vitesse verticale maximum est la courlx*
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(•F(r) sin*: +  £* =  o (11), qu'on mettra sous la forme

6„i!*siiiT-t-g =o.

Elle a pour inclinaison sur le rayon vecteur en un point 

* lang iss — mang?.

Pour t =  o, on a n =  x  cl t =  o ;
Pour t = — - ,  on a v  =  V' et ». — 

a . . .  *
.1“ S’il y a des points d’inflexion dus à la condition « =  i (187, 3°), 

ils sont sur une circonférence de centre O, puisqu’ils correspondent ù 
une même vitesse d’après la courbe des F (r) .

f» SU’ on trace la circonférence de centre 0  et de rayon \  ', les tan
gentes ù tous les hodographes au point de rencontre vont passer par le 
point — (186,4*).

Fig, 193.

5° D’ailleurs, cette propriété est vraie pour une circonférence quel
conque de centre 0 . Les tangentes aux divers hodographes au point 
de rencontre avec la circonférence convergent (190,4*) en un point P 
delà verticale tel que
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La figure ci-dessus correspond au cas des liodographes d’un pro
jectile, dans l5hypothèse

191. Trajectoire orthogonale des hodographes. — Théorème nu 
colonel Jacob. —» On peut obtenir par quadrature l'équation des 
trajectoires orthogonales des hodographes d'un projectile, quelle 
que soit la fonction F(?’) de la résistance.

Au point (»%-:) de Thodographe, la tangente à la courbe u pour 
expression

tangt=: — JLS2Î1— ,
o F -4- ^ sim:

La trajectoire orthogonale au point a une tangente i' telle que

Donc.
tajigt tangt' = — i.

tangi/ = cF -4- g  SOIT
g cos z

Mais, on a toujours, dans une courbe polaire { r,?),

dz
tan8l = T/V

Par suite, dans le cas actuel, pour la trajectoire orthogonale de Tho- 
dographe, on aura

v dz __ c F g sin z »
dv ~~ Ï ’cost

On en déduit
— dv -H si n z dv -h v cos *: dz -a <>

ou encore
cP - v
—  dv — d(v sinz) 5=0, 
g K 9

Cette équation s’inlégi'era sous la forme ,

v sin t  +  -  / F dv 4- K =  o,
g  J

qui définit une infinité de courbes, suivant la [valeur douuéc à l'arhi* 
traire K.

Appelons \ la valeur de la constante pour t = —  * * On aura

c r va sin-c -4- V 4 - -  / F
g jy

dv :
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t*u eu faisant cF s  bnv",
i _y «4-1

V SI U ~ -+- n h- i V'« + V=o,

Celte courbe, qui coupe déjà la verticale an point Y, la rencontre 
encore au poinl

|» « 4 - l__ V rt-H
— --- v = (n  +  i)Yn.

La trajectoire orthogonale, qui passe par l'origine, a pour équation'

i
Elle coupc l'axe vertical au poinl »’ =  V \/i +  i)".

Celle qui passe par le poinl V a pour équation
i /  i» \«-H v  . n

( | ) ...... —- ( rrj J ■ +■  rw SU! TT H~   -7 -7  =  O*n-+- i \ V ' /  V' «■+•!

Elle coupe la verticale au poinl tel que 
(a) w[u«-(»-hi)V '«]

Or, cette relation ne définit que le point V7, car la fonction
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v[v*—  (n -+-1) \ '* J qui s'annule pour v =  o alleint sa valeur maximum 
pour r =  V', puisque sa dérivée [( n + 1) rtt—  ( n + 1 ) V'"1 s'annule 
pour v =  V . Donc, en aucun autre poinl, la relation ( i ) ne saurait être 
vérifiée.

Le poinl Y' constitue donc le seul poinl auquel sc réduit la courbe 
dans ce cas. On peut le démontrer directement :

La relation (i ) qui s’écrit
V'

SJ il T = 5 ----------V 7 M * n
ne peut, en effet, èlre satisfaite. Le second membre a pour plus petite 
\  a le u r  l’unité, ce qu’on vérifie en prenant la dérivée de ce membre.

Donc il ne peut être égal à un sinus, sinon pour x — — ^.

Remarque. —  i° Dans le cas de n —  i, l’équaliou de la trajectoire 
orthogonale s'écrira

, l-r sinx -i----- »*+K =  «».

En coordonnées rectangulaires, # =  e sinx, a?a-h.Va— »’*; on voit 
que eeltc courbe est la circonférence

*>ts •jjtf'K

dont le centre est au point V'. Ce résultat csl bien conforme à la 
démonstration géométrique aisée qu’on peut en donner, puisque tous 
les hodographes sont, dans ce cas, des droites pivotant autour du 
poinl V7.

2° Dans le cas de n =  o, on a une ellipse dont l'équation est

(!)% * + / * )= (* -* •)» .

192 . Tracé graphique de l’hodographe. — i° Le commandant Purodi 
\itilise, pour construire par points Vhodograplte, la propriété de la

tangente eu un point (v,t) de couper la verticale au point au-
dessous de l’origine.

Tracer des circonférences de centre O et de rayons 100, aoo, don,. . . ,  
700, Graduer la verticale au-dessous de O suivant les valeurs du

rapport avec lesvaleurs.de v correspondantes comme cotes;

cette échelle est marquée [a. .
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On joindra l’origine Mt(x ,\0) qui est sur la circonférence rÎOü, au 
point o7oo- Colle droite coupe la circonférence suivante i'coo par exemple, 
en Ma. On joindra Ma ;■ *«««) qui donnera le point M*. etc.

Si, par chaque point u, on mène la tangente à la circonférence de 
même cote, le point de tangence tel que N,, appartient à la courbe des 
inflexions (c'est-à-dire de \itesse minimum), dans le réseau des hodo- 
gra plies du projectile.

2° Le commandant Ihirodi considère également la transformation 
en r* de l’Iiodogruplio, dont l'équation différentielle est

</e« 
»>* dv

i
K

■16 F(a; t)*COST
v*-H cF(v) s in - ï j .

On gradue la verticale au-dessous de l’origine par une échelle v telle
que

o . .— C L .eb(vt)  eb(vt )

On considère une série de circonférences ayant leurs centres sur la ver-
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i 3
ticale eu des points tels que 00, =  ^0v,% OOa =  -j Ov2, e t  passant

par les points vj, vj...... c'est-à-dire que ces circonférences ont'pour
... Ovj Ov2rayons respeclits —̂ ___

Fig. 196.

Il est très aisé de \oir que si l’on abaisse v,M| perpendiculaire sur le 
rayon vecteur OMi, droite qui <poupc la circonférence en Xfî la tangente 
en M| à la transformée en r* est la droite MiXt.

La ligure donne immédiatement OiMissu11 ét#M| \  -= e* tang?» Elle 
donne donc les cléments nécessaires pour calculer par arcs l'abscisse

oor — —  — dt, et T ordonnée ny — — — tangTDT.

19.3* Les bodograph.es des trois vitesses (r, n, *v). —  Comme on Ta 
fait pour la vitesse totale n, on peut étudier les courbes (//,?) et (<r,x) 
des vitesses horizontale u et verticale u>, en fonction do ?»

Elle'sont définies par les équations différentielles

dvi 
dx

n r c F( a )
CObT [  g H- sinx)■

du
dx

ca FO)
t

dw _ v rcFQ) 
ch "" cosx i  g  •sint-M]•

g
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Leurs tangentes en un point sont données par les formules

ungt ffcosx
c F h- # s in - ’ tangua cosx 

c Fi v ) 9

tangtrt = cosx sinx 
eF smx-+-£

La figure ci-dessous donne le tracé des trois hodographes pour 0 > o  
et n >  i.

Les trois courbes ont mémo rayon vecteur asymptote B,

Fig.

1/hodographe (i/) est tangent à Thodographc (u) au so/nmet Vs, pré
sente. une tangente horizontale au point défini parla relation

ou o
g

*>. SÎHX s a  p —  / p * - h  4>

et vient finir à l'origine. O, langenticllcmeut à la verticale** 
L'hodographe (w) est langent, à l'origine, A l'horizontale, pré

sente une tangente verticale au point défini par la même relaiiop 
nain??- p— y/p2+ 4  que ci-dessus, et vient finir au point (— V') avec 
une tangente horizontale.

La trajectoire orthogonale des Uodographes (u) est

!L rgo o
JrJ

stnx • • ( f v  -4- K S X  O .
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191 . Étude de la courbe (?’, ne). —  Au lieu d'étudier l’hodographc, 
c’est-à-diiv la courbe (»’,-*), on peul considérer des équations équiva
lentes, par exemple la courbe (r.tv) des \ il esses verticales ir en fonc
tion de la vitesse totale ou celle ( u, r ) des vitesses horizontale et 
totale. Nous donnerons d’abord une discussion sommaire do la première 
(n, ne), qui, sous une autre forme, rappellera des propriétés connues de 
l'hodographe.

En divisant membre à membre les deux équations écrites plus 
haut(193) :

dv . 
d~

v f c F
COS T \  g

■SUIT)•
dw v fc  F

COST \  g
sint -4- i)•

il v ienl

ce qui peut s'écrire

dw __ cF sin- -h g t 
dv c F ^siiiT*

dw ^  cw F gv  
dv ru F -4~ gw

i° Dans tous les cas, la courbe (?', w) esl comprise entre les bissec
trices des axes de coordonnées, puisque w =  r sint ^ r.

Le point v =  <r = V /, tel que cF( V') =  termine la courbe, cl, en 
ce point, on a ^ = = i. La e.oux'be se termine langenliellcmeni à la 
bissectrice du second quadrant. 0 étant l’angle asymptotique correspon- 
danl fi i’ =  x  , le rapport ~ a pour limite siuti. D’autre part, la dilïe-

(?; ^  —  «’) a pour \aleur

- ( - S )

rcnce

(**■ *&)
qui, pour n>= esinô, devient

ba»>B“1

S» ij cette quantité tend vers zéro pour e =  x>. Ka droite 
w == v tangQ d’inclinaison 8 telle que tangO =  sin O est uni* asymptote de 
la courbe (w, w).

Si i, il n’y a pas d’asymptote, mais seulement une direction 
asymptotique 8.

a" Construisons, dans le plan (u, w), les deux courbes

(I) CW F(t>) -h gv  sa O t i n  CV P(l’)4 » gw  «a O.et
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La courbe (I) est le lieu des points où w est minimum; la courbe (11) 
le lieu des points où v est minimum.

La courbe (I) qui, pour une résistance monorne, est

b n cv -H g  =  o,

part de (— x  ), pour r =  o, si 7«0>  i, passe au point terminal V' et 
admet, pour tangentes la direction

elle finit asymptotiquement à Taxe des r.
Si nX\^' i, elle part de l'origine, avec une tangente verticale, passe au 

point V  et a une forme parabolique.
[-.a courbe (11) affecte la forme =  o.

Fig. 107-

EHe part de l'origine, quel que soit n*. On a, pour L'inclinaison de la

dw , /»’ \#
y - — + • .

tangente

Elle e&l tangente à Taxe des r & l’origine, passe au point V', où sa 
tangente est —- ( fl +  ») et a une allure parabolique ù axe vertical.
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3° Ceci posé, on \a pouvoir discuter les différentes formes de la 
courbe (o, <r) en faisant état des théorèmes démontrés précédem
ment (§3 ).

Premier cas : n > î .  —  Si 0 >  o (trajectoire avec sommet), la 
courbe qui part de l’asymptote 6 l'encontre l'axe des e, puis la courbe (II) 
où v passe par un minimum. Elle finit ensuite en V' tangentiellemenl à 
la bissectrice OV'.

Si 0<[o (trajectoire sans sommet), la courbe (r, cv) rencontre 
d'abord en P la courbe (I),et, en ce point P, la vitesse verticale <v passe 
par un minimum. Elle rencontre ensuite en M'la courbe (II) ; existe 
en ce point une vitesse n minimum.

Deuxième cas : i ^  n ». 
cas précédent.

Même forme, si 0 ,> »,

Fig. 198.

que dans le

Si 0 o, il y a deux cas à distinguer suivant la valeur relative de 0 et 
de 0;, ce dernier angle étant défini par la relation ( 180 )

7T

(H-I
CÜ5'*“ i 'C

H' fh
COS«-* 11 ’

Si 0 ^  0', on a la même forme que dans l'exemple précédent.
Si 0 >  0', on a la forme ci-dessus.

Troisième cas : n =  1. —  La courbe (1) devient une horizontale : 
btw -i-g  — o qui passe par 1.  point V'. La courbe (II) est lu para
bole : b, ra-(- gw  =  o.

ba courbe (e, w) a une asymptote qui ne passe pas par l'origine, mais 
par le point

£•«>8*6 x .• f s  — — 7—  =  —V  cos*e.
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Pour V» ‘>5 un point Al de vitesse minimum.

Fig. ig").

Fig. 200 
*

Pour % •' o, pas de vitesse ni de vitesse verticale minimum.
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Quatrième cas : n < i .  —  Si 0 < o  (trajectoire sans sommet), il 
n’exisLe de minimum ni pour la vitesse, ni pour la vitesse \crticale.

Si 0 > o  (trajectoire avec sommet), ces deux mini s’excluent et 
Fun ou l’autre existera suivant qu’on a0  '/  ou

P r o b l è m e . —  Quel est le maximum de la différence ( r  —  i v ) ?

On a
d ( v  — ce) ^  dw m

du du ’ .

d wd’où, d’après la valeur de ^

i c iv  F  -+- g u  __ c  F — g  
eu F  -+- g w  c v  F  -h  g w

ce qui s’annule pour cF(r) — g  et, par suite, au point (Y'), diHcrcnt 
de ^  , où la vitesse passe par une vitesse égale a la vitesse ter

minale.
Le minimum de (r —  w) est représenté sur la ligure par la ligne AB.

19o. Étude de la courbe (u, r). —  Étudions, enlin, la courbe tics 
vitesses horizontales u en fonction des vitesses r. Ces deux quantités 
sont liées par l'équation différentielle

d u
7v

cF _
u s i

CO ST

- sinx

duOn a toujours v >̂ u- Pour e =  x>, on a lim ^  —  cos0. Celle droite 

définit l’asymptote ou la direction asymptotique du la courbe, ear on a

lim u sin9 cosH
cF • sine

Cette quantité, pour /»= sc  est nulle si n > i, finie si n s s  i, infinie 
si n <  i .

lia courbe est tangente à la bissectrice» des axes au sommet (n* \ ,).
Elle admet une tangente verticale au point (e, ?)w de vitesse minimum 

c Ftel que —  sin-r =  o et die' vient finir au point (r -rs V u o ) surO
l’axe des »\

Eu ce point, l’expression de la tangente sc présenta sous la



M
ais, on sait (486,7*) que si n est le degré de la résistance au point V',
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~  ssso et — ■ =  3c si r i < i.
«T «'ï

Donc &i i, la tangente de la courbe au point V' est verticale%;
si n '~  i, elle est inclinée; si /* i, elle est horizontale.

Quand W varie l̂ir du même projectile sous différents angles), le lieu
. cF .des points de vitesse minimum esL défini par la relation— + sim: =  o 

ou, avec les variables u et r,

/ c F \ 2 , K % ,  1 *  V

\ 7 " /  (courbe I).

d?u

ou

La courbe présente des points d'inflexion obtenu* en écri\aut =  o. 
On trouve aisément la relation

rF .n s ni2’: -+•( n — n —  suit —- 1 s= o

/ w*\ xcF4 / 5*
« V1 “  7* ) +•1 " “  '•> Y V 1~ ^  ~ 1 =

D’après cela et en se reportant au n° 188 , pour lu s  d i f f é r e n t s  cas qui 
peuvent se présenter, on aura les formes de la figure *toi qui repré
sentent l’allure de la fonction (a, v ).

Considérons le cas de n =  i. On a

ou

du _. h U
du *"" g Ùi U

—---- h SUIT
&

bi v
-------h si 11
Ar

\ ht du
T 1 =s= *
/ A**

Différentianl par rapport à «, on aura

du dz ùi du ht d*u
AT du du g  du, g  d«a

Mais 4^ --  ~ i*  Ou aura doue du ©,t>*

4 «* éf*

et l’on vérifie que cette équation est satisfaite pur la relation 

t’* = ( m - -~'>Q£u
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o u

■ - - H ' - ' - é ) ’ ],
formules où ( ) e.sl une constante égale à tang0. 

La courbe [u, r) est ainsi une hyperbole.

Hodographe des résistances. —  On a quelquefois intérêt à con
sidérer lu courbe polaire (5 ,:)  obtenue en portant sur le rayon vecteur 
d'inclinaison une longueur 3 =  c F(r) proportionnelle à la résistance 
de Pair (7 ). /

On a
d*
dn

L’angle de la tangente à la courbe est donné par la formule

ta  n g i,i
,dxsa rï -7— 

i / r )

K iL
dv

i r dm,
n dv

i
~ L a n g tv.

Fl". ‘>02,

Dans celte notation, tA est la tangente à la courbe et la tangente 
à l’hodographe ordinaire des vitesses (c,t).

On a encore
1 tfCOS-S



4 o j  GHAP. U. — ÉTUDE DE L HODOGRAPHE.

Pour construire la tangente, au point N de Thodograplie des résis
tances, abaissant G^S perpendiculaire sur1 le rayon vecteur ON, on 
prendra OG' =  g . On a

G;S = ĉosx.
Fig. 2o3.

/Prendre alors SV =  £ G'S =  ~ ^ cost, et joindre , VN ; on a, fin effet,

SON ss fl ■+.<y *r«»T; donc ta **SNV.| /
La courbe (fl,t) admet ttnc asymptote inclinée de l’angle 6 (/> =s ao ) : 

elle nbouiit au point G' sur l’axe- vertical tel que OG'sb,#. 'On a, on
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CF(V'\ / _\

effet, — =  i uu point ( — . Elle possède, en ee point, une tan
gente parallèle à celle de l’hodographe ordinaire, c’est-à-dire horizon
ta le , si n >  i , inc linée  si n == i , vertica le  si » <. i .

D’ailleurs^  ne s'annule que pour ^  =  o; donc le point de résistance
minimum correspond au même angle que dans l’hodographe des 
vitesses.

Mais la courbe (3,?) ne présente pas d’inflexion en ce point. 
Employant, en effet, la formule du n° 187, où l’on remplacerai? par3, 

on voit que le point d’inflexion correspond.à

3*4-a ,<**3 = o,

ce qui conduit à l’équation
/ . . .  nhHua .• («4 - 0  sin*i 4--- 2— si ni—] s

g
qui détermine le point d'inflexion.

o,

D ém onstration du lieutenant-co lonel F ilia u x . — Soient M, M, 
deux points voisins de l'hodograplio des vitesses correspondant à i  
et (t— eh).

Soient, sur les mêmes rayons vecteurs, N, N, doux points de l’kodo- 
graphe des résistances. l.a droite MM, est la tangente au premier, la 
droite NN, au second hodogrnphc.J

Par N, menons NR parallèle à MM,; cèuc droite coupe la verticale 
de 0  au point G’ tel que 0 G,^=^‘.

En effet,
OG' OM v v

Mais on sait que 0G  =  Donc 0 G '= -g . Le point G' est donc fixé. 
Soient MP et NQ perpendiculaires sur le rayon vecteur. On a 

M ,!’ =àtfu, M P œ ltrft, NiQ = cp '(v)rft? , N Q a s e F ( v ) d l,

HQ sa (M[P) =  — rfu.

Par G', soit TG'U parallèle et G'S perpendiculaire au rayon vecteur; 
Ujpremière droite coupe NN, en T et NQ ,en U. Par suite de l’égalité 
des longueurs SN et G'U et du la similitude des triangles NN(|R et
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NTG', NRQ et NGU. T G V  et SNV, on a

G'V N, R _  i<F'~ V _  « -  i 
G ' S ~ N t Q =  y F' ”  n

Or, puisque G' est fixe, S décrit une circonférence de diamètre OG' 
et de centre C. Pour tmc résistance ft,fœe, le point N décrit donc, une 
circonférence de centre Ci ( VCt étant parallèle à SG).



CHAPITRE III.
ETUDE GÉNÉRALE DE LA COURBE BALISTIQUE.

I. —  FORME DE LA TRAJECTOIRE.
11)7. Théorème I. — L a  tra je c to ire  est une courbe p lane. — En 

effet, le plan vertical mené à un instant quelconque du mou\emenl par 
la tangente à la trajectoire contient tous les éléments du mouvement, 
c’est-à-dire la \ilesse, la résistance de l’air supposée tangenticUe et la 
pesanteur. Le projectile ne peut donc sortir de ce plan.

Comme, des deux force*» qui agissent sur le projectile, l’une, la résis
tance de l'air, ne peut avoir d’autre effet que. de le retarder suivant la 
tangente, et l'autre, lu gravité, que de l’abaisser suivant une verticale, 
la trajectoire tournera sa concavité vers le bas, oYsl-n-diro vers les y

Supposons qu’à l'origine du mouvement,. ? ait une valeur*positive «, 
qui est l'angle de projection. Dans le sens dos x  croissants, ’z diminue 
jusqu'à lu valeur zéro. ,

rîquc qui, dans l’hypothèse de « positif, comprend ainsi une brandit: 
ascendante et une branche descendante.

A partir du sommet, t  change de signe, devient, pur conséquent, 
négatif et augmente en valeur absolue. Mais cet angle ne peut jamais

tance et gravité, seraient en ligne droite, de sorte que le projectile ayant 
atteint cette verticale ne pourra plu» la quitter. (

11)8. Théorème II. — L 'in c lin a iso n  de la  tangente ra  tou jou rs en 

d im in u a n t tju an d  l'abscisse c ro ft. -  En effet, on a ( 187) d x  =  th , 

ce qui montre que d x  et d t sont, toujours de signes contraires.

Au point v =  o, correspond le sommet S de la trajectoire

dépasser la valeur 2j j ,  car, pour -------■?, la vitesse serait dirigée

suivant la verticale et tous les éléments du mouvement, vitesse, ré s is 
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D’ailleurs, ainsi qu’il a été démontré, le projectile ne s’arrêtera jamais

avant d’avoir atteint la limite x =  —  ̂ ( 170).

Si l’angle de projection a n’est pas positif, tantôt la trajectoire aura 
un sommet en amont de a, tantôt elle n’en aura pas. La démonstration 
de cette propriété a été donnée plus haut (17-1).

199 . Théorème III.
quand Vabscisse croit

Si dot est positif, le second membre est négatif; donc du est négatif 

et « décroît jusqu’à la valeur zéro qu’il atteint pour t =  — - (171).

— La vitesse horizontale u diminue toujours
— En effet, on a l’équation (1 5 7 )

du = — c F (ti) div.

2 0 0 . Théorème IV. — Dans une trajectoire avec sommet, tes trois 
vitesses u{, n,, tv, correspondant à l'ordonnée y  de la branche ascen
dante sont plus grandes que les vitesses r4, <ra correspondant à 
la même ordonnée y  de la branche descendante.

i° Vitesses horizontales : it{ >  u2. .— Celle inégalité résulte du 
théorème III, puisque u va constamment en décroissant.

Kig. joJ.

a0 Vitesses totales : v1 vt. — Cette propriété résulte de l’applica
tion du théorème des forces vives : étant donnés deux points situés à la 
même hauteur au-dessus du sol, le travail de la pesanteur, pour aller de 
l’un à l’autre, est nul et le travail de la résistance de l’air est négatif. 

Ainsi on écrira

cF(v)Ss,<0
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ds étant l'élément de l'arc s de trajectoire. Le second membre étant 
négatif, on aura >  r 2.

On arrive à la même inégalité entre et r 2 en partant de l’équa
tion (157)

dv . viSramx — cF(v),
qu on écrira 

d’où
udv — — gvsïnxdt — c F (u)vdt, 

vd v=  — g d y ~ c  F(t>) ds.

L’intégration donne, depuis 5 =  ̂ = 0 ; z> =  V 0 jusqu’à (s, y, r), la 
formule

c f  ¥(\>)ds->rgy=*^(VJ — vâ).

Si -l’on multiplie les deux mémbres de l’équation par la masse m du 
projectile, le premier membre est la somme du travail de la résistance et 
du travail de la pesanteur; le second membre représente la force vive 
dépensée.

3° Vitesse verticale : tr4 '  ̂<v2. — On a ( 156) 

dw =  —  g dt — c F sin*c dt.

Multiplions par «r =  v sîht; comme <r dt =  dy, il viendra 

w dw =  —  g  d y  — co F sin*-: dt.

Intégrant d a y  à / ,  de Tune à l’autre branche, on aura

1 r c— <*>}) r= — c / vFsin*T^.
\ * d0*I *

fjo second membre est une quantité négative; donc

*vj >  #>*. 1 c. g- v. 0:
• - ,

201. Théorème V. — Soit ^ue trajectoire avec sommet, d’origine O et 
de sommet S. Considérons deux points A, et As situés sur une même 
horizontale (mêrries j ) .

Soient : i* Les inclina isons des tangentes t ( on A», t * en Aa;
»° Les abscisses x t, de A< à S, x 3, de S à A* ;
3® Les tares de tra je c to ire  de At à S, sa, de S 4 Aa ;
4? te s  temps tu  de A« à S, t a, de S & Aa.



4lO  CI1AP. III. —  ÉTUDE GÉNÉRALE DK LA COURBE BALISTIQUE.

On a les théorèmes suivants : i® z,<* zt ; a® Xi "> .r... ; 
\n /, < ts.

Fig: 20,'..

i° On a T| —8.
L'équation différentielle qui donne dy ( 187) peut s’écrire

g dy d~.~ — —  sa— tangt— — • 
i^ c o s ’ i: co ss ,î

Intégrons, sur la branche ascendante, depuis ( - , jusqu’au sommet,
où y  =  ’t „  on a

‘ /*'* g dy t .f ° /  ■ =  -  tang^-,.
, ’ üs cos1? a ° ‘

Intégrons, sur la branche descendante, d e p u i s  ( o ,  \ ,) jusqu'au p o in t  

d’ordonnée y. On aura

f ~f~̂T* ==~  “,/y u* 003*1 a

ou encore, en changeant les signes,

f " *“ -tang*T:*.i'*cos‘ v a

Mais, d’après le théorème IV, dans cette seconde intégrale, la vitesse 
horizontale t'cos- est toujours plus petite que la même fonction au déno
minateur de la première intégrale. La seconde intégrale est donc plus 
grande que la première, car leurs limites sont les mêmes, Donc, 
on a >  T|. c. q. v. .o.

a® On a x t >  ,r8.
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Comme on a dx  =  ou écrira, pour la brandie ascendante,

dy
t . -  f  J, tangT

cl, pour la h ranch c descendante,

r ' f d>Xi= I  :—  •
J  tan g'r

Mais», pour le ni r̂ne on a toujours la seconde intégral*?
sera, clément par élément, plus petite que la première, et, les limites 
étant les mêmes, on aura X\>  x 2. c. q. r. t>.

.‘5rt O11 a 54> 52-

O 11 part de l ’équation ds — et le raisonnement est absolument Le
1 * SMI T ,

même que précédemment.
On a t{ <

On pari de dt => j d'où

Mais, d'après le théorème IV, on a <r« >  <v2 en deux points de même 
ordonnée. Donc, La seconde intégrale est plus grande que la première cl 
le lliéorèiiie /< <  t3 est démontré.

202. Origine et point de chute. — Les théorèmes précédents appli
qués à l'origine et. au point de chute s’élionéeroni ainsi qu'il suit :

i° Les trois vitesses restantes ( \ M, uM, wJ) sont plut petites que les 
trois vitesses initiales ( V0, «0, «’#)•

■ V’ L’angle de chute, w est plus grand que Vangle de projection a. 
d" IJ abscisse \ ,  du sommet S de la trajectoire est plus grande que 

ta moitié de la portée V  •
4n L'arc qui ra de l'origine àu sommet est plus grand que Ut 

moitié de l'arc totale de l'origine au point de chute. ,
.V Le temps T« rnis par le projectile pour aller au sommet est 

plus petit que la moitié du la durée du trajet T.

203. Théorème VI. —  Lu temps mis par le projectile pour parcourir 
la brandie ascendante cTe la trajeetoirp atmosphérique est plus petit que 
le temps nécessaire pour parcourir la branche analogue dans le vide, à 
égalité de conditions initiales.
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On a, en effet, 

dans le vide : 

et

, ___ d~ #
“  g  COSâT ’

MoV«iei=® “T (tanga —tangt)

tlm
<i«r) “ i-J- (Un8* — tanS*KO

um étant une moyenne entre u0 et u,\ comme la vitesse horizontale 
diminue toujours sur la trajectoire atmosphérique, le théorème est 
démontré.

11 s’applique non seulement au sommet t =  o, mais il tout arc d’égale 
amplitude de a à t, sur les deux trajectoires.

II. — LES POINTS REMARQUABLES DE LA COURBE BALISTIQUE.

204. Le point û. —  L’origine (x, V 0) de la trajectoire, définie pur la 
bouche du canon, n’est qu’un point quelconque, analytiquement 
parlant, et sans propriétés spéciales, de la courbe balistique. On peut 
donc, en donnant à x  des valeurs négatives, su/vre le projectile eu 
amont de l’origine et chercher les propriétés do la trajectoire dans cette 
région, analytiquement définie par la même équation.

L’équation dx ———d* montre que, si d x  est négatif, dt sera
Ô

toujours positif; l’inclinaison augmente donc en amont de l'origine. 

D ’autre part, l’équation de l'hodographc —  =  ( montre que du

est positif en môme temps que d-z.
La vitesse horizontalè u =  v c o s t  croît donc. 11 a été démontré ( 172)

qu’avant d’arriver à la limite t=s - ,  la vitesse v devenait infinie. Le
point û de la trajectoire qui correspond à une vitesse infinie est l’extré
mité de la courbe balistique et la véritable origine dp la trajectoire. Ce 
sont les propriétés dé la courbe en ce poinL Û que nous nous proposons 
d’étudier maintenant.

203. Tangente au point U. —  Nous avons déterminé (172) la limite 6  

de l’inclinaison t sur l’hodographe. Cet angle H est auüsi l’inclinaison 
limite de la tangente & la trajectoire du point Q.

Nous avons vu que la démonstration était basée sur l'hypothèse qu’une
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certaine intégrale,y* J f^ y  prise entre une limite finie V„ et l'infini,
ne de\cnail jamais infinie; d'aillenrs cette hypothèse est réalisée 
lorsque, pour les très grandes vitesses, le degré nm de la résistance est 
plus grand que zéro.

On désigne par J(?’) l'intégrale
auxiliaire quelconque.

On a donc

JC  où Y est une vitesse
T * * ( * 1

T•A’„
gdv 

v F ( o )

Nous supposons J(oo ) fini. Dans ces conditions, on énoncera le théo
rème suivant : La tangente extrême de la trajectoire au point Û, où 
Von a v =  » , est oblique; elle fa it avec V horizontale un angle 0  <  2 •

Comme cas d’exception, on a 0 =  2 si le degré n. de la résistance, 
pour i’ =  oo, est tel que />.= <>.

1206. Éléments de la trajectoire au point û. — L’hodographc étant 
écrit

£  dv_ 
c n F

dx (  g  . \---- ( H- —fiSint),
c o st  \  c  F /

on voit que, dans le voisinage du point û, c’est-à-dire pour les valeurs 
très grandes de le facteur^sint devient très petit et, par suite, 
négligeable devant l’unité. Celte proposition ne sera cependant pas 
exacte si le degré nm est égal à zéro.

Ce cas excepté, l’hodographe tendra donc & se réduire & la forme
simple , <

g  «fo ^  dn  
ë vF  cosv*

Si l'on porte cette expression dans les équations différentielles du 
mouvement (187) : , 1 I

. v dx * u *  . ,  v* .
d t  sa  —  — —  > d a ta  —  —  d y 1** —  — ta n g T  dxy

^ ér
il viendra

rf<œ ,-r p F ) '  Jmca c F ïü r ’ dy'
v sms

TF(»j dv.

.Mais, d’aprôs l’équation £  ^  où t ne tend pas vers 2
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quand r lend \ers l'infini, les variations de l'angle?sont exirêmemenl 
faibles relativement a celles de la vitesse. On pourra donc poser, dans les 
trois «*qualions ci-dessus, ? =  0 — s, l'angle z étant un infiniment petit 
d ’un ordre qui dépend du degré n* delà résistance; s lend \eis zéro 
pour r =  x .

i rt Temps. — Entre les points (Y 0, a) et (v} t), où r est déjà assez 
grand pour que Uho<jlographe simplifié puisse s'appliquer* oft aura

t __ i r r //«»
c.y

On a déjà rencontré (95) la mémo ionclion intégrale qui a ôlé dési
gnée par le symbole

« , r °

Donc, pour Y # =  oo, on aura

’ cT « =  S(*o) — S(V0).

T héorème. — Suivant que la Jonction S (t ’ ) sera finie ou infinie 
pour v =  oo, le temps mis par le projectile pour aller du point Q à 
un point quelconque de la trajectoire sera fini on infini.

a" Abscisse. — On a cost =  cos© z sinB, cl, on ne oonsenunl que 
le terme principal, il viendra

d’où, en intégrant,

, „ v do , .
rfr“ “ c" e 5T(7>+ , t ” *):

X = ■ cos 6 r *  vi
:L <•*

vdv
(v) Hh « * •.

Il s’introduit ici la fonction

D ( v )  =  -
«

Donc
e x  a* [D(») — D(V0)î rosé*.

T héorème. - - Suivant que la Jonction D  (v)sera finie ou infinie 
pour v =  oo, l'abscisse du point ü sera finie ou infinie.

3° Ordonnée. — On écrira de même

c y  =  [ D ( « ) - D (  V .)lsiue.

T héorème. -- L'ordonnée est finie ou infinie dans les mêmes con
ditions que l'abscisse.
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î° Asymptote. — Lorsque le poinl ü est rejeté à l'infini dans la 
direction 0 , la question se pose de sa\oir si la trajectoire admet une 
asymptote ou si elle tend seulement à prendre la direction 0  à la manière 
d'une parabole qui, à l’infini, devient parallèle à son axe.

Au voisinage du point û, l'hodographe peut s'écrire

dz _  g dv 
cn&*x v cosx a F

Inlcgrnnt de a à x et de Y 0 a r, on aura

JYV,,)-Jfi»)tangx —- tanga =

ou encore1
a cos B

q étant la constante
tangt=»y—

y = tang« +  i l ^ i .

(domine =  tangT, on aura, en intégrant une deuxième fois.djt

Mais
* * - ' * ' - 7 à T * £ / {,')dx

j e dvdr  sa — - c<i8 B.er

On aura ainsi

Fig. >u(i.

y qje-\r e dv

Posons, comme définition d’une* nouvelle fonction balistique,
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On aura

CH VP. III. —  ÉTUD E G ÉN ÉR A L E  DE LA COURBE B A L IST IQ U E .

>  -  f  *  — £[*<«) -  A(V«)1.

A  la limite, pour v =  oo, la constante q n'est autre que langB.
Le terme {x tang0  — y) représente la distance verticale PQ entre la 

trajectoire et la droite inclinée de 0, passant par Porigine.
Si PQ est fini pour v =  oo, la courbe admet une asymptote; sinon la 

direction 0  est parabolique.

T héorème. —  Suivant que la fonction A (r ) ,  est fini ou infinie 
pour v =  oo, Vasymptote au point Ü s e r a  à distance finie {branche 
hyperbolique) ou à distance infinie {branche parabolique).

5° JRésumê. —  Ainsi, les propriétés de la trajectoire au point IL 
extrémité amont de la courbe balistique, dépendent des valeurs finies ou 
infinies de certaines intégrales, dites fonctions balistiques de Siacci, 
prises entre une vitesse finie et une vitesse infinie.

Leur définition est la suivante (V  est une vitesse arbitraire) : ^

J (u ) ” & dv 
v

S(i>) = r v dv
'Jy

Par hypothèse, J(oo ) est fini, puisque le degré nl„ de la résistance, 
pour V  =  oo, est en général supposé >  o.

La tangente au point Q est toujours oblique (cas de nm -- o excepté) 
inclinée d'un angle 0 .

Pour les autres éléments, on aura les conclusions suivantes : ^

D(so) fini : Point Q à distance finie;
D (») s= œ̂ : Point û rejeté à l'infini;
S(oc) fini : Le temps mis pour venir de Û est fini;
S (oq) =  oo : Le temps mis pour venir de û  est infini; 

A (» )  fini : Branche hyperbolique;
A(oo) =  oo : Branche parabolique.

On a déjà rencontré les fonctions D(t') et doht les valeur*,
pour v =  oo, réglaient l’origine du mouvement rectiligne (118).

Ces mêmes fonctions régissent également la forme de tu courbe balt*. 
tique pour les trajectoires sans sommet, o.

207. Cas d’une résistance monoqte. —  Soit F(»>) =  ,
Les fonctions balistiques de Siacci sont exprimables par tes formule»
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suivantes :

- l

® g  dv 
vV

r v dv
^ U»-H s f r ' *  - T  '>•

8 ( » ) -
- £

v dv
T

r v dv 
\  v»

D(») =
- l

v vdv
" T * =  —

K J
C dv
'v V"-*

1 (v*~n V*-*)  
( n - i ) B n (V >'

A ( v )  = r v r vdv & r  c dv i r®  dv 1

~ X SS —
nBl U  v' n- r T « J y

s
»B 1 [ d r

y i- s  n\ 1 V*-n n  
' H — 2  ̂ J J *

Dans ces formules, il faudra faire V =  00, pour avoir les éléments du 
point Û. On voit d’abord que si /?*>0 , on a J(oo)= cc qui
est une quantité finie.

Pour les autres éléments du point Û, on formera le Tableau suivant :n«. < 1. = !. < 2. 5= 2. > 2.Le point Ù est à distance......... 00 00 00 finieLe temps est.................................. 00 fini fini finiL’asymptote est à distance. . . . 00 finie finie finie
l remarquera que, dans le cas de n„> 2, il ne s’agit plus

véritable asymptote, mais seulement de la tangente au point û, point qui 
est alors à distance finie.

Cas général. — On généralise l’application du Tableau précédent au 
cas d’une résistance de forme quelconque en posant

comme n„ est le degré de la résistance, pour v =  oo, la fonction W(v) 
tendra vers zéro.

Fig. ao>

La forme de la trajectoire au point Û est donc l’une des trois ci- 
dessus*

P. aaARftOMURIL t w *  t  ot
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Si n* =  o, auquel cas 0 =  on ala forme parabolique de i , mais

la direction asymptotique est verticale.
Pour les trajectoires sans sommet, les formes sont les suivantes :

Fig. 208.

D(a€>)*oo W{bo)*fini
\A ç *)mJin i \A(oa)mjv U'

208. Sur l’asymptote du point Q. — Pour discuter l’existencc de 
l’asymptote du point Û, le colonel de Saint-Robert n’introduit pas la 
notion de l’intégrale A(t>) que nous avons considérée.

Fig. aog.

Voici son raisonnement. Soit L =  OP l’ordonnée comprise entre 
l’origine et le point de rencontre d’une tangente quelconque à la tra
jectoire.

Qn"a ' v*
h  ^  y  — x  tangt.

D’après les équations .différentielles (187)

U* #d y   ----- tan g t  dz
* ^

et d x  ss- dz,



LES POINTS REMARQUABLES DE LA COURBE BALISTIQUE. 419
on écrira

=  tan g t f  a* rfr — /  a* langx ch.
Jrt Jft

Pour déterminer la position de l’asymptote, il faut faire tendre z vers 0 , 
de sorte qu'on a, pour l’asymptote,

Mais, on a 

donc

r &
é rlm=> f (tange —tang-5)u*rf:. 

•'a

dt — — — ^  •
" "  g  COS*Câ

- r cos-c(tang-» — ta n g 8 )o  dt.

Le produit ( langx — tangd) v est fini à l’origine et dans toute l'éten
due de l’intégration jusqu’à la limite supérieure, où il prend la forme 
indéterminée O x * .  Pour en avoir la vraie valeur, à cette limite, il 
suffît de mettre sous la forme tan ̂  et de diiférentier le numé-

( i )
rateur cl le dénominateur par rapport à la même variable z. On obtient 
uinsi

v* . dx 1
cos1? dv sin?\ 

v /
fcV  1

C O ST  ( —  -
\ S  Vt!" 1) i* •. .  a  . .  cK  I b „ V n- iai I on lait r  — oo, et t — 0 , on voit, puisque — - =  —>

que cette fraction est infinie, si «„ <  1 ; finie, si »,*= 1, et nulle, 
si nm >  1.

Soit k  une valeur moyenne entre les différentes valeurs que prend, 
entre les limites de l’intégration, le produit cosx(tangx — tang8 )vj 
d’après ce qui précède, k  sera fini ou infiniment grand, si n m <  1 ; fini, 
si n  =  1 ; fini ou infiniment petit, si 1.

Cela posé, donnant à l’intégrale la forme
/»T» 1L „  SS A / divst A T * ,

%/o

et sachant (207) que si « . ^ 1, on a T«, =  co, et que si n » > i ,  T , est 
fini, on en conclut que L„ est infini, si »„£ 1 èt, qu’au contraire, ce n’est 
pas une quantité infiniment grande, si nm>  1.
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Ce sonL les mêmes conclusions que celles énoncées généralement au 

numéro précédent, en considérant l’intégrale A(t>).

Rem arque. — « Le principe sur lequel est fondée la discussion 
précédente relativement à l’angle, au temps, à l’arc et à la tangente 
qui correspondent & une vitesse infinie, dépend de la manière 
d’établir le degré d’une fonction. Or il existe, ainsi que je l’ai déjà 
indiqué en étudiant le mouvement rectiligne (107) des fonctions dont le 
degré ne saurait être déterminé parles règles ordinaires. Par exemple, les 
fonctions jr*loga?, a?*logloga?, æ“(logaî)P, ara(log®)P(logloga?)P, etc.; 
x^e?*, etc., ainsi que celles qu’on obtiendrait par leurs
combinaisons, ne sont point du degré n, parce que, quelle que soit la
valeur de n, on aura toujours pour limite de la fraction » quand x

converge vers l’infini, une quantité nulle ou infinie et jamais une quan
tité finie, comme cela doit arriver, pour que / ( # )  puisse se dire du 
degré n .

» Pour la discussion de ces cas particuliers, on suivra une méthode 
analogue à celle que nous avons déjà employée ; c’est-à-dire qu’on tâchera 
de décomposer la quantité mise sous l’intégrale en deux facteurs, dont 
l’un soit constamment fini dans les* limites de l’intégration, et que, par 
suite, on pourra mettre de côté. Alors le résultat, pour ce qui concerne 
la seule question de savoir s’il est fini ou infini, sera donné par l’inté
grale de l’autre facteur » (de Saint-Robert). .

209. Point Û'. — L’autre extrémité de la courbe balistique, dite 
point û ', correspond toujours & une valeur ^ ^  de l’inclinaison x.

Dans l’étude de l’hodographe, on a vu (173) que la vitesse termi
nale V', dont la valeur est, en général, donnée par la formule cF(V')= g , 
pouvait cependant, dans certains cas particuliers, prendre les valeurs 
zéro ou infini. On a

O1!> .cFo si — ï
et l’on à f . s .

V' ■=> 00, . cF«SI — p
A '

Les' deux théorèmes suivants précisent les propriétés du point Û'.

210. Théorème I. —' Le temps nécessaire au p ro je c tile  p o u r 
a tte in d re  la  vitesse te rm ina le  V' « i ,  en généra l, in f in i.
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v dx

4 «

g  COST
; intégrons, il viendra

Kt - A *J* COST

Remplaçons v par sa valeur minimum V, qui pourra être suivant le 
cas, soit la vitesse minimum si elle existe, soit la vitesse terminale V',
dans le cas contraire, et prenons pour limites t =  — ^ et a =  — a. 

Gomme ici — f  == f  , il viendra
a «'a

COST

~2 T ’* i > v C -
Y  étant la vitesse minimum définie ci-dessus. Mais

- 1»*‘“ e ( î + ï ) -

qui, pour t  =  ^ » devient infini.

Donc t  devient infini pour t =  — 2. c. Q. v. I).

Cas d 'excep tion . — i® Si V' peut tendre vers zéro, la démonstration 
est en défaut. Dans ce cas, on a d’abord nt =  o, puis cF (o) >  g .

De la formule
—  (cF-t-^siav),

on lire
r  dvJVt et h -  g a i n e

* . n

Dan$ le voisinage du point v tend vers zéro, sinv vers (— i).
Le temps t  a donc pour expression limite, 2 partir de Vj, vitesse très 
voisine de zéro :

z . - J t - .
cFt— f *

Le projectile s’arrêtera donc et restera immobile au bout d’un temps 
finit , , .

a® Si V',umd vers l’infini, c’est-à-dire si l’on a n , =  o et < i,
O i
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la formule du temps se réduit, dans la région des grandes vitesses, à

v , __ f v dv
Jrt

c’est-à-dire à t =  - —-g?0—; » ce qui devient infini pour v =  oo.C g — cr (oo) A
Le temps est donc infini.
3° Soit, maintenant, le cas limite cF0 =  g . On a

cF(v)
g

<p(i') tendant vers zéro avec v. La formule du temps sera
I

v'V.

’ l-fr <p(l>) -4- 
dv

sin1:

et, à la limite, pour sin? =  — i , on a

Soit cp(y) =  Aum. L’intégrale est une fonction analogue à la fonc
tion S (v), de sorte que le problème est lu même que celui de l’arrêt du 
projectile dans le mouvement rectiligne (92).

Si m  <  i, le temps est fini ;
Si j» > i ,  le temps est infini.

211. Théorème II. — L a  tra je c to ire  cultnet, en géné ra l, une 
asym ptote ve rtica le  à distance f in ie .

De l’équation v

on 4éduit
dx =  — — cfc,

S

gx

Du point (— a), origine, au point ^  , soit V la valeur maximum 
de la vitesse; on a

g * < y / * , .

Or, 1 intégrale cét finie, si v ne peut devenir infini. Donc l’abscisse x  
est finie.
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L’ordonnée y  est donnée par la formule

g y  — — f  v* tang-crfr.
J*

Elle est infinie (si V” n’est pas nul) puisque^langTch — — logcos?

est infini pour v =  — ^ •
L’abscisse étant finie et l’ordonnée infinie, le théorème d’existence 

d'une asymptote verticale est démontré.
Lorsqu’il existe un point (v, x)m de vitesse minimum, on aura, en rem

plaçant dans l’équation de l’abscisse la vitesse v tour à tour par vm et \  ', 
et désignant par X' la distance de l’asymptote au point (u, v)m la double 
inégalité

■ a ( ! H . * ) < r < = ( : + 4

Cas d 'exception. — Us se produiront dans le cas de n 6 =  o. 
i° Si l’on a cF(o) > g ,  on a V' =  o (173).
L’arc s, qui est défini par la relation </s =  v clt, d’où

_ _  v dv
o I ' ( i ) ) + ÿ s m t ’

deviendra, au voisinage du point { — ^

s i _ Ï L _ _ .
.a cF(oj — g

Ainsi qu’on l’a dit (210, i°) le projectile s’arrête au bout d’un parcours 
fini ; il y a un point d’arrêt & tangente verticale. 

a0 Si cF(oo ) a g i  la vitesse V'tend vers l’infini. L’àbscisse, toujours

donnée par la formule g x  — — f  t>3 dit, peut devenir infinie.

L  courbe affectera alors uno allure parabolique. Ce cas particulier 
sera discuté lors de l’étude d’une résistance constante.

3» Si î ï î s s i ,  le même raisonnement que pour le temps montre

que, en posant — —■ =  i + ç ( r ) ,  l’arc est réglé par une fonction ara-

logue à D (o) pour v =  o.
Posant <p(u) sa At>*} l’arc sera fini si m  >  a et infini si m >  a.
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212. Théorème n i. — La trajectoire est une courbe finie dans les 
deux sens, si la résistance est de la forme

cF(v) =ôo-+- &iv •+• &*«*■+■.• • •+■ b„vn,

On a vu, en effet, -que le point Q en amont est à une distance finie, 
si n >  2 , et, le point Q' en aval f V', — ^ j  est à distance finie, si b0 >  g.

213. Théorème IV. — Le rayon de courbure de la trajectoire 
.passepar un minimum pour une valeur négative de l ’inclinaison.

Le rayon de courbure r, en un point (v, t) d’une trajectoire, est 
donné (160) par la formule

r -------------g C05T

Ce rayon de courbure est infini aussi bien pour u =  oo (point Q) 
qu’au point ^ ^  (point Q').

Il passe donc, entre les deux, par un minimum |excepté, peut-être, 

dans le cas où V '= o  au point ^ > car r ne devient pas forcément 

infini en ce pointj.
Pour déterminer le point où se produit le minimum, différenlions 

l’équation r  = v*
g  COST par rapport à t. On aura

dr i /  a v do sinr dx\ v r« _
Tt g Tt l i )  "  ^ [ V « B t  +  acF(u)J.

Cette équation détermine un point (v, x)r où le rayon de courbure 
est minimum et pour lequel on a

ac F(t>r) •+■  Z g sinvxÿ o.
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On voit tout d’abord que l’inclinaison Tr est toujours négative : sur la 
branche ascendante d’une trajectoire avec sommet, il ne peut y avoir de 
point de courbure minimum.

Théorème. — S’il existe, sur la trajectoire, un point de vitesse mini
mum («, v)n, le point (v, x),. est situé en amont du point (v, x)m. Car, 
après ce dernier point, w augmente et cosx diminue. On le voit éga
lement en remarquant qu’au point vn  on a

dv iTt = - ~ ^ t a n g T r,

et que le deuxième membre est positif.

Cas p a rtic u lie r. — D’ailleurs le point ( r , x)r existe toujours, sauf 
pourtant dans l’hypothèse n = o  d’une résistance constantecF(i>) =  ô0j 
si l’on avait a&4>  3^, auquel cas aucun sinus ne satisfait à l’équation 
de condition.

Ce cas particulier sera discuté lors de l’étude d’une résistance cons
tante (Livre V, Chap. IV, § 1).

Théorème. — Si l ’on compare les points où les rayons de courbure 
sont les mêmes, sur la branche ascendante (indice 1) et sur la branche 
descendante (indice a), on a <us^  xt.

Développée de"la  tra je c to ire . — C'est une courbe présentant un 
p o in t de rebroussement M.correspondant au point (t>, x),.. Elle se com-

Kg. an»

pose de deux branches: la branche M (1) correspondant aux points delà 
trajectoire depuis le point û  jusqu’au point M'(t>, t)(.» Elle a pour
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asymptote (si J»*> 2), une perpendiculaire à la direction 0 ; si n „< 2, 
c’est une simple direction asymptotique.

L’autre branche M(II) correspond aux points de M' à Û de la trajec
toire ; elle admet une direction asymptotique horizontale.

214. Extrémité de la brandie descendante. — Théorème du com
m andant H ugon. — La trajectoire se confond, à la limite, avec son 
asymptote verticale. Les coefficients différentiels ^  et seront infinis. 
Soit x  =  a la distance horizontale de cette asymptote au sommet de la 
trajectoire; les deux fonctions de x , ^  e t ^ l ,  étant infinies pour celte

valeur, c’est que, dans leur expression, entre un terme qui a ■ pour
facteur.

L’expression — = — du rayon de courbure prenant alors une
V'* ^ t i

valèur — finie et bien déterminée, il faut que l’exposant de - - - - -

dans soit double de l’exposant de ce facteur dans y ,  ce qui ne peut 
se faire que si cet exposant est égal à i . Donc, dans y" entre un terme de 
1a forme cp(,r) log(# ~  x ).

Mous pouvons adopter pour cette expression Uf forme

y  =/(*) +  ?(*) iog(«—»),
m

f ( x ), tp(a?) étant des fonctions qui conservent, ainsi que leurs dérivées 
f ' i  ?"} de5 valeurs finies tant que x  n’est pas V  a.

Pour x  =  a, on aura ’ . >

( £ )  -  ^ (q) log(« -  ») -  ~  l0*(a -  *) ■- T<*>.\ckcja n  ' * ' ' a —  a? a — as

Or, ( a — #)log (a  — x ) =  o, quand x  =  a. 
On peut donc écrire .

( Ù .)  l i £ l .
\dx)a a~~x

De même

revient à
( * y \
\d x* )a { a —x)t

Substituant dans l’expression de ^ , il viendra
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C’est une première condition à laquelle devra satisfaire la fonc
tion çp(a?).

1 y i
L’expression — =  ç ( a q u i  n’est rigoureusement exacte qu’à celle 

limite, donne une valeur approchée de l'tant que a? diffère peu de or.
Cette valeur, pendant assez longtemps, devra différer très peu de V ', 

nouvelle condition à laquelle on satisfera en exprimant qu’un certain 
nombre de dérivées de <p(a?) sont nulles pour x  =  a :

9 ’ (a) =  o, <p'(a) =  o.............
*

Ainsi on pourrait prendre, par exemple,

?(»> - J  y  ( ; ) " + K (» -a )P V (* ) .

C ’est ainsi que, dans le cas d’une résistance linéaire, où l’on sait 
obtenir l’équation finie delà trajectoire (Livre V, Chap. IV, §2), on a

^ = Qar — ^  log (i — J) »
Q étant une constante.

215. Ordre de contact de la trajectoire au point Q. - -  Quand n », 
on suit (207) que le point Q est à une distance finie et que la tangente 
fait un angle O avec l’horizontale.

L ’équation de la trajectoire est, dans le voisinage du point Q (206,4°)? 

y  =» x  tange — ^  [A(r )— A(  V0) |.

Pour une résistance monome, on a donné (207) l’expression de la 
fonction A (?’). On écrira, en faisant V„ =  oo (cas de n >  a),

A ( » ) - A ( V * ) -  ™  — :— v*' ' '  ' n HJ an — a

D’autre part, dans la même hypothèse, l’équation

c.r« [D (tO -D (V 0)] «osô

i
devient

er> -V*-* OOS0.(n — a)B»

On a donc, en posant^ -s= cB„, pour l’équation de la trajectoire,

? - * * ° t * - [ <»- • >*•  d b ]
F—t
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L ’ordre de contact p est donc, pour diverses valeurs entières den :

P

3

4

6
5

2

216. Autres points remarquables de la trajectoire. —  Quand on calcule 
une trajectoire par arcs successifs, en adoptant, comme divisions, des 
amplitudes égales et très d t , on remarque que les valeurs des abscisses 
correspondantes vx, des temps nt et des ordonnées ny*, peuvent pré
senter des minima ou des maxima.

Pour vérifier ces propriétés, on étudie les dérivées par rapport à t de :

dœ __ u* dt _ v
2F “  ~g* dz ~~ g  cos'u*

dy _
dz

v*-tangT.

d x  •i® Minimum de —  Le minimum a lieu au point (v, x)m de vitesse

minimum.

2° Maximum de ~  — On a.«■ c

i d / v \ i c o s * t  /cF . \
eo«) g ~ \ T * %mT

On a donc un maximum au point

cF(v)-+-a£'sint = o

qui est satisfait pour une valeur négative xt de t, aussi bien pour une 
trajectoire avec sommet, que pour une trajectoire sans sommet.

Au point (u,- x)r de rayon de courbure minimum, la dérivée ^

prendra la valeur — - — sinx,. qui est positive.r   ̂ 2 ĈOS*Xj. * v
Donc, le point (v, x)t est situé en amont du point (n, x)r- 
Le point (v, x)f est le point de vitesse angulaire maximum.

Cas d'exception. — Lorsque n =  o, si l’on a àt >  a gC 

3° Minimum de ^  • Le problème est ici plus complexe. On a, en 
effet,

d ( dy\ i t>* / . , cF . , \
3;(3^■ )==- ^ ^ ( aîm*x + 2 T ^mT+,)

«t les minima de ^  correspondent aux deux racines de l’équation
1 1 ' , i t ,

■ ' * s îh *t ‘4 - p s it tT -h  -  e® o ,

en posant p —
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Il faut : i° que ces racines soient réelles; a° qu'elles soient plus petites 
que l’unité.

On voit d’abord que ces racines doivent être négatives, aucune valeur 
positive du sinus ne pouvant annuler le premier membre de l’équation. 
Elles sont, d’ailleurs, de même signe toutes les deux.

En résolvant l’équation, on trouve

sinx'ss— I(p  -t-y'pi— a), 

sin-s»» — a).

La condition de réalité des racines est que p _> y/a.
Si l’on cherche la condition d’existence du sinus, on trouve que

g  3

n'existera que si p <  -> et que t ® n’existera que si p ■> -•
D’ailleurs, si llanglc asymptotique 8  est positif, il existera zéro ou 

deux minima : en effet, on vérifie aisément que — > qui est oo

négatif pour u =  oc , est aussi »  négatif, pour v — — -• Celte quantité 
s’annule donc un nombre pair de fois. Si 8  est négatif, au contraire, L 
même raisonnement montre qu’il existe une seule valeur a'nnulant ̂  (jjfc j •

Fig. 213.

On peut se rendre compte de ces propriétés en construisant la 
courbe p =  — qui a la forme de la figure (courbe ABMjM,).

Soit une résistance monorac : on aura, pour équation de la courbe,
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Elle part du point A, tel que OA =  , présente un point d’in-
JL

flexion au point B, tel que OB =  V'â2n et, pour t =  ~ --■ > elle finit 

asymptotiquement à l’horizontale.
Si l’on considère la série des hodographes d’un meme projectile 

(même V '), 0  variant, on voit qu’ils se divisent en trois groupes :
Soit, en effet, l’hodographe tangent à la courbe qui vient d’étre 

tracée, et soit 0 " son angle asymptotique. On dira : si 0  >  0 ", il n’y  a pas 
d’intersection entre l’hedographe et la courbe AB; si 0 < 0 ';, il exisle 
deux points d’intersection 'M* et M* ; si 0  o, il existe un seul point 
d’intersection Ms.

Remarque. — On n’a utilisé, dans la discussion des propriétés géné
rales des trajectoires, qu’un certain nombre des combinaisons possibles 
des équations différentielles du mouvement. On peuL combiner, en effet, 
entre elles toutes les dérivées telles que dx1 du, dt, dt, ds, dv, ... cl 
former encore les dérivées secondes.

Si l’on s’en tient aux dérivées des deux premiers ordres, les propo
sitions suivantes résultent de la considération immédiate des équations 
différentielles.

i° Dans toutes les dérivées premières et secondes des trois lettres 
$), les unes par rapport aux autres, la résistance cF n’entre pas.

On a, par exemple,
d*y _  
ds* ~~r

H!
g

cos®-:.

2° S’il entre, en plus de (#, y ,  s), les lettres t el t, le rapport —  
s’introduit dans les dérivées secondes.

Ainsi :
d*æ 
dt* SB— c F  cos T.

3° Quand on introduit une vitesse (?;, w, m), la résistance c F  s’intro
duit dans la dérivée première et la dérivée cF' dans la dérivée seconde. 

Ainsi :
du __ eu F 
dz ~ "J"

d*u 
Hc* =  J ( v F ' +  F) dv

dz

4° On peut étudier, au moyen des équations, différentielles connues, 
l’allure de fonctions composées telles que

Ut, y y~-oe tangt 
tangue’ t a n g a  —  t a n g * ’

>
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ou encore des fonctions telles quecF tu )sim ; ou cF(v)cosir1

composantes de la résistance de l’air, ou l’accélération totale 1 (160). 
Ainsi, soit la fonction Ç =  ut —  x  qui, dans le vide, est nulle.
On sait que x  varie de o à x ly valeur correspondant à l’asymptote ver

ticale. Quant à ul, il varie de zéro à une valeur qui, pour t —  oo, u ~  o, 
se présente sous une forme indéterminée. On a

t ilim ut =  lim /=»
Mais

On a donc

Donc

Formons

(L) ( - L Ë H )
\u/ \ dt J

du t-./ Vsa — cF(u) cost.

r , V*
l i m  U t  =  — ;---------------  =  ■ C O S  T  :
/-O Cl‘ (U)COST <?F(V)

lim Ç = —  a?' pour t =  oc.

dt “  c fF (t’ ) cos's'
Cctle dernière s’annule pour t — o.

Pour t =oo, on a à chercher la limite de

t COSt =s
U

Mais

On a donc

( — )\COST/

drz 
dt

l . dx„ sinT-j- 
cosaT dt

V

lim ($ c o s t) :
— v cost 
é'sint 9

ce qui donne zéro pour x =  ■
La courbe de la fonction Ç a donc la forme de la figure 2 i 3 .
Le point d'inflexion qui correspond à — o e|t donné par la for

mule

dt* \ dt

ou, en remplaçant ^  et ~  par leurs valeurs,

jîj! sa F cost ( ï  — tcF1 ■+■ sia j

cost -w F '^ 7 cost — *F sint^^ >
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ce qui donne, au point d’inflexion,
_  ®F
~  eu F'F — g {F — «F )sin -’

ou, pour une résistance nlime,

tsa______l ________
u*-H ( a  — \)g  sinr

Fig. ai3 .

Ainsi, pour « =  i , on a

5° A u tre  exem ple. — Quelle est la valeur du rapport 2 quand on tin* 
presque verticalement et que la vitesse v tend vers zéro.

On a

. » _ ( § ) _
îî!
g _  v T

im u /d u \  
\ d i )

cv F(v) 
S

** c F ( v )~ bnva~1'

.. XIim -  u - o , si n < i ;

lim-  u
i

----- 6 /
si A s  I ;

lim»u =  — 00, si n > i . *

Sur la branche asymptotique verticale, où u ■■ 
et v =  Y', on a

o, parce que -r=  —

.. a? V' Iim — as— —•
“  S

217. Anciennes notations balistiques* — On pourrait faire d’autres 
combinaisons pour les dérivées secondes, en les prenant par rapport a
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(leux variables différentes, comme s n s  P "  “ emPle" dont u  ™1‘"  “
trouve aisément ainsi qu’il suit : 

On a

d’où
dy  =
dx langt,

diy  _ d tangr _  i dx _  g
dxdt ~~ dt *"* cos*t dt b**

Les anciens balisticiens employaient beaucoup ces sortes de combi
naisons.

Comme exemple, nous donnerons la manière dont le général Didion 
établit les équations différentielles du mouvement.

« La pesanteur agissant dans le plan vertical des coordonnées qui 
passe par la ligne de projection, la résistance de l’air agissant tangentiel- 
lement à la trajectoire, et aucune autre force que cette résistance n’ayant 
d’action sur le projectile, celui-ci ne sortira pas de ce plan vertical; 
on aura donc pour les deux équations du mouvement, conformément 
aux principes de la mécanique : savoir, suivant l’axe des abscisses,

(«) =

et, suivant l’axe des ordonnées,

(è) +  +

» Effectuant la différentiation en regardant d x  comme constant, on 
tire de l’équation (a )

(c) g - . - o F O O j j - o .

» Observant que d y — p d x t  t que, par suite, d %y  a= dp d x, U diffé
rentiation de l’équation (b) donnera

t # - * £ + ' * * > % *

» Ajoutant membre à membre & cette équation la précédente mul
tipliée par d y, on aura

(,) *£ *Z+ .gdt=2 o ou dp dt1 »  o.

» Cette équation, comme on le voit, est indépendante decF(t>) et 
subsiste quétfe que soit la relation de la résistance de l’air à la vitesse.

P* OBASt*Ofc*ïWL «SM* U  **
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» Diifécenüant cette équation, puis tirant la valeur de d* *, divisant 
celle-ci par la valeur d t* tirée de l'équation (i) elle-même, on aura

dït  _  dtp 
ïft» ~  id p d t '

» Soustrayant cette équation à l’équation (c) on aura

« o i d p d t

» Si l’on fait c F (r)  ss &2?>3, ce qui est le cas de la vitesse proportion
nelle au carré de la vitesse, l’équation précédente devient sitnpletncnl

(a) %bt \/i-¥p*dpdx==dîp.

» C’est sur le système des deux équations (i) et (a) qu'ont été fondées 
jusqu’ici les recherches entreprises pour la solution du problème balis
tique... » (général Didion).

Avec les notations actuelles l’équation (i)

qui s’écrit
dp dæ +  g A*a<

dp dur 
dt d*

avec
d p ~ d  t a n g v s B ^  et

est la suivante ( 157, II) :
d t = - ~

g  cos*v

Quant à l’équation (a), partons de l’équation précédente qui, en mul- 
liptkat par u les deux membres, s’écrit

On a donc 

et, par suite,

, u* ,dx s=------dp.
ff e

BB— Ü  dx  u!

d*p .  g  du 
«* dp"dxdp  4

L’équation (a) devient donc
du
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Mais

/i-t-p*
On a ainsi

cos’: u = i> cost, dp =

du =  — v*dt. 
8

dz
cos1-: '

C’est l’équation dilférentielle de l’hodographe

evF(v ,du ------ -— dz
g

dans l’hypothèse d’une résistance quadratique

oF(v) = btv*.

III. —  QUELQUES PROPRIÉTÉS DES TRAJECTOIRES ATMOSPHERIQUES.
218. Théorème I. — E n  un p o in t (r, t) d 'une  tra je c to ire  atm o

sphérique le rayon de courbure ne dépend pas de la  résistance de 
V o ir.

En effet, nous avons \u (160), en formant les équations intrinsèques 
de la trajectoire, que le rayon de courbure r  est donné par l’équa
tion r ----------— . Celte relation ne renferme pas la résistance c F M .g  COST r  v '

{C’est la traduction analytique de l’hypothèse d’une résistance tangen- 
tielle.

C o ro lla ire  I .  — Si l’on considère une série de projectiles ayant des 
coefficients balistiques différents, mais lancés du même point ( Vo, a), 
sous le même angle de projection a et avec la même initiale V«, toutes 
les trajectoires de ces projectiles admettent le même rayon de cour

bure r  =  -  au point (V«, a).

C oro lla ire  //. —  Parmi ces trajectoires, se trouve celle du vide cor
respondant it l ’hypothèse c =  o. Cette trajectoire est celle qu’un projec
tile quelconque parcourrait si, au point (v , t), la résistance de l’air était 
tout è coup supprimée. On appelle cette trajectoire du vide au point (t>, -r)
parabo le  de la  vitesse en ce point.

<
C oro lla ire  l i t .  ■ - La figure ci-après montre comment, en un point 

quelconque, l’origine (Vo, a) par exemple, sont disposés la courbe balis
tiq ue  (I), la parabole  de la  vitesse (II), le cercle osculateur (1IF).

Le rayoh du cercle osculateur à l ’origine est r 0 =  —
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Son équation sera donc
aVt**-+-/* 4 - —~  ( y — af tanga) =  o.

é*

Il coupe l’horizontale au point Q tel que

OQ = ^ t a n g « = ^ ,

Fig» ai4* *

où OP =  yi-” ??-  est la portée dans le vide. Il coupe la verticale au
8  y *

point M tel que O M = C’est un point fixe pour la famille des tra
jectoires V0 =  const.

Enfin la parabole de la vitesse, dont l’équation est
gat*

i
est coupée par le cercle osculateur au point N dont les coordonnées 
sont

*  =  J  OP, y  a* a OP tanga.

Écrivons l’équation de la trajectoire au voisinage du point.O, sous la 
forme de la série Mac-Laurin :

t£ î 4"* •
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On a (187, IV)

4y  _  U n _ T & y  ___ i dr. _  g  d3y  du _  stg c Ff v )
dx * «te* cos® t dx «*’ «te* u* dx  u* v

Donc
y  =» x  tanga — ££» 

a «î
r , , a cF(Vtt) 
L 3 V|

X
cos a

Appelons y % l’ordonnée correspondant au même x  de la parabole du 
vide yu =  x  langa — ■

On a °
y%—y - a c F(Vfl) 

3 ' V?
X

cos g

Donc ( y t —y )  change de signe avec x . Par suite, la trajectoire atmo
sphérique qui, en aval du point O, est au-dessous de la parabole de la 
vitesse, est, au contraire, au-dessus en amont de l’origine (lignes poin- 
tillécs de la figure 214). ,

La figure suivante, empruntée à l’Aide-Mémoire de l’Artillerie, montre, 
dans un cas particulier, la trajectoire atmosphérique comparée à celle du 
vide.

T ra je c to ire  dans le v id e , sous C angle  de a5° à la  vitesse de 4oôm.
T ra je c to ire  dans l 'a ir  du canon de 155 sous les mêmes conditions

in itia le s . *
Fig. ai5 .

Trajectoire dan» le vide.
Trajectoire du canon de i55 dans l'air.
Courbe symétrique de la première branche de la trajectoire dans l’air.

219. Théorème II. — Une parabole  à axe v e rtic a l ne peut couper 
la  tra je c to ire  atm osphérique en p lu s  de tro is  po in ts  réek trnAnndl 
Ollero).

Soient, en effet,I
y  =*/(■»)
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l'équation de la trajectoire et

j ' j b  a  - h  bx<i~*r ca?l

l'équation de la parabole à axe vertical.
Si les deux courbes ont m points réels communs, l’équation y  —  y , =  o 

sera satisfaite pour m valeurs réelles de x . Or, on sait, d’après le 
théorème de Rolle, que si une équation admet m racines réelles, entre 
deux de ces racines existe au moins une racine de la dérivée.

Donc l’équation ^ =  o admet au moins (m — i) racines, et dx i N '

l’équation jl. 0 admet au moins {m — 2 ) racines.dx\
Or, comme dans la parabole à axe vertical, on a =  consl., on aura

Mais, on a 

d’où

d*y
=  const.

dy
dx =  tangir,

d*y i dx 
dx* cos*t dx'

Mais, dans la trajectoire atmosphérique, on a ^  = —  — • 
On a donc

& y  _ 8
d x * (v c o sx )*  *

L ’équation qui admet (m — 2 ) racines est donc

g
(ticosx)* = const.

F ig . 2 1 6 .

Or, dn sait que la vitesse horizontale v cost est une quantité njui 
décroît constamment de l’iufini à zéro. Il ne peut donc y  avpir qu’une 
seule valeur de v cosx qui satisfasse à cette équation.
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Donc, la valeur maximum de (m —  a) est i et, par suite, m est au plus 
égal à 3.

Corollaires. —  i° Si une parabole à axe vertical est tangente en un 
point à la trajectoire atmosphérique, elle ne peut la couper qu’en un 
seul autre point.

a0 La parabole de la vitesse, qui a déjà trois points communs avec la 
trajectoire atmosphérique, ne peut couper la trajectoire en un autre 
point.

3° La trajectoire atmosphérique (I) est comprise entre deux paraboles 
h axe vertical (II) et (III) construites sur la portée et tangentes respec
tivement à l’origine et au point de chute de cette trajectoire (fig . 2 1 6 ).

220. Formules et constructions diverses de Balistique approximative. 
—  Cette dernière propriété a été souvent utilisée parles balisticiens pour 
obtenir une équation approchée de la trajectoire, quand on connaît sim
plement X , a et co, par les Tables de tir.

i° Formule donnant la Jlèche. —  Les deux paraboles du vide ayant 
pour portée X  et pour angle de projection a et co donnent des flèches :

Ys=  ~ X tanga, Y, =  — 7X tangw*
4 i

Donc, on aura, approximativement, dans l’air :

X
Y, =  —(tanga — tangto) 

ou
x  _ _ _ w_ _ —1

Yÿ=  j / — tanga tangto.

2® Déterminer l ’équation de la trajectoire, en supposant qu’elle est du 
troisième degré et connaissant X, * et w.

On part de
_y=sartang« — (ax*~bbx*),

ce qui donne d’abord
t*ag*ss«X-t-éX*,

puis
tangu s* tanga — (aa X -4- 3 b X*).

Ces deux'équations déterminent a et b et l’on a

y  =  x  tanga — ^  (a tan£* — tangw) — ^(tangw — ung*).
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3® Déterminer l’équation de la trajectoire, supposée du quatrième 
degré, connaissant X , V 0, a et u>, avec un contact du second ordre ù 
l’origine.

De

y  =  « tanga -  2y f ~  U +  « •  +  *•*).

qui satisfait à la condition de contact à l’origine, on déduit, en posant

les formules

_VJsin2« M _ Vg sinag tangto
~ i rX *’ JX langa — I’

a 3 M - N
------ V ------ >

N— aM 
X* ‘ .

4° Déterminer l’équation de la trajectoire, sachant que c’csl une para
bole à axe oblique tangente à l’origine et au point de chute à la trajectoire 
vraie.

K*. 217*

L’équation de la parabole sera mise sous la forme
*

y = ax — \fn +  \Jn — mx. 

Une première condition est,

0  «as «X — y'» -+■ t/n — mX,t
■ D’autre part,

taagt qs a - m

Donc
a / n ~  rrtx

m
a </n

tangw = a- m
a/ft — fl»X

tangix sa a
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On a ainsi trois équations pour obtenir les inconnues a, m  et n. Qn 
peut démontrer que la constante a  =  tangM?, où \F est l’angle de l’aze 
des x  avec le diamètre conjugué MN de la corde OB.

On a d’ailleurs
tangW = — a sin<o gin« 

sm(u •+■ a)

La flèche est donnée par la formule
Y _  X ginto sina 

a sin(a— w)’

el l'abscisse du point culminant par la formule
X X gin (g -Ho>)
2 "4 sin(a — u)

(dans ces formules, ta est négatif).
Celte représentation de la trajectoire est duc afl commandant Chapel.
5° Voici d’autres formules du même genre, empruntées au capitaine 

Alston Hamillon.
Les expressions suivantes, exactes dans le \ide, peuvent être aussi 

utiles en pratique, pour les faibles vitesses initiales et les projectiles 
lourds :

|  X( tanga—tang u),

V0VUT* cosa cosu ss X*,
X, _______ tangw
X tanga — tang w ’

y  — 5 ?(X ~ * ) [ ( §  — 1) tanga — languj.

On en déduit, quand on connaît (V0, a, T, X), les déterminations 
approximatives suivantes de («, VM, Y*, X#)

(■ *)

(»)

tang u =* ta n g a  —

V 1
T* cos w cosa’

Y, = g*T*t

X ss —  ̂tstngw 
' tanga— tang u

* De la formule qui donne y  dans le Tableau ( 1), le capitaine 
Hamillon déduit une expression pour la zone dangereuse % correspon-
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dant à la hauteur y t du but dans la trajectoire de portée  X. On a 
Z =  X ~ æ .

On a alors, d’après l’équation de la trajectoire,

y t X* =  Z‘ (X -  Z) tanga -  Z(X — Z)*tang» ;

. tangaou, en posant 1 +  ^  =  a,

y , _ z
X tango) X (*•+-*)

Une table des valeurs de? s?——— peut être calculée avec, comme

( Z \ * Z^ j .  Inversement, cette table donnera ^  quand
(a, w, X, y K ) seront donnés.

Souvent, le troisième terme sera négligeable et le second petit; en y  
Zremplaçant alors ^  par |a  valeur principale, on aura

Z =  —y ,  cota» -+- G -+• I .—g — Ĵ COt*».

6* Conique ayan t quatre points communs avec la  tra je c to ire  
rée lle  et une tangente commune (C‘ H. Parodi). — A la trajectoire

Fig. 21S.

* A

réelle on substitue une courbe ayant même o rig ine , même a ng le  de- 
p ro je c tio n , même portée, même jlèche  et même ang le  deehate, c’est-
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ù-dire ayant quatre points communs avec la> trajectoire vraie et une tan
gente commune.

La courbe de substitution la plus simple satisfaisant à ces conditions 
'est une conique; le problème géométrique que pose cette méthode est 
la construction d’une conique définie par trois tangentes et les points 
de contapl de deux d’entre elles. 11 se résout par le théorème de Pascal.

a. Le point de contact M de la tangente BG (tangente au sommet de 
la trajectoire) avec la conique est évidemment au milieu du segment BG, 
puisque le diamètre conjugué de la directrice OX s’obtient en joignant 
le point A, intersection des tangentes & la courbe en O et X, au milieu m 
de la sécante OX.

b. Pour obtenir le point d’intersection de la conique avec une droiteOIl 
quelconque, issue de O, marquons l’intersection a  de la droite OH avec 
la droite fixe MX; traçons aA. qui coupe OM en b, puis 6X, qui cou
pera O ïl au point cherché P.

En déplaçant la droite OH autour de O, on obtiendra autant de points 
de la courbe cherchée que l’on voudra.

Le commandant H. Parodi indique encore, parmi d’aulres problèmes 
du même genre, la substitution à la trajectoire d’une courbe constituée 
par deux coùiques, quand on connaît le cercle osculalcur r  =  
à l’origine, et au point de chute, et la position (X,Y,) du sommet.

221. Théorème 1X1. — Deux p ro jec tiles  de coefficients balistiques c 
et Ci sont lancés du même p o in t (Y0, «) avec la  même vitesse V0 e t 
sous le même ang le  de p ro jec tion  a. S i c{ >  c, la  tra je c to ire  (c*) est 
constamment au-dessous de la  tra je c to ire  (c).

La démonstration complète de ce théorème exige qu’on .ait recours 
aux équations différentielles du mouvement en coordonnées obliques 
établies au n° 162.

i° L’équation différentielle, analogue & l’hodographe, et qui n’est 
fonction que de deux variables, est

avec
dvt vî <iF(u)

1  « <*P,

i « ifï+■ |t* —apsina]^ et p ÿ .dz

La variable u, est la vitesse du projectile projetée sur la tangente ini
tiale V, S B
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Intégrons l’équation différentielle, depuis l’origine (p =  o, i>,=Vg) 
jusqu’à une valeur p. On aura

i ,-= Vo—  ̂J ' dp, pour la trajectoire (c);

ttu =V o— — f  ^ F(.V> dp, pour la trajectoire (c»).

Fig* 219*

Or, si c< >  c, on aura d’abord r,, puisque la perle de vitesse dv(t
est proportionnelle à c.

Mais, pour une valeur commune de p, jamais f><( ne pourra'dépasser i',. 
Car. au moment de l’égalité « , , =  vt, on aurait eu égalité de i'„ de p et, 
par suite, de t>, et l’on se trouverait dans des conditions identiques à 
celles du départ; r,, serait donc, un instant après, plus petit que o,; 
donc ne peut surpasser u,.

a° Prenons un même éloignement z sur la ligne de projection. On a

1 r vz = -  I «îrfp-
O V 0

Puisque, pour une valeur de p, on a toujours
v u[ trajcct. (c i)]<  «iftraject. (c)],

il faudra donc, pour avoir le même éloignement z sur les deux trajec
toires, que le p, de la trajectoire (c,) soit plus grand que le p de la tra
jectoire (c). t

3° L’abaissement y  correspondant à l’éloignement z est donné par la 
formule
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D’après la proposition précédente, à égalité de z, on a 
p,[traject. (c,)] >  p[traject. (c)].

Donc, d’après l’intégrale qui les exprime, l’abaissement [traject. (c, ')]
Fig. aao.

est plus grand que l’abaissement y[trajccl. (c)], les deux y correspon
dant au même éloignement z.

Cela démontre la propriété énoncée : L a  tra je c to ire  (c {) est iau~ 
jo u rs  au-dessous de la  tra je c to ire  (c), s i c, >  c.

C oro lla ires. — i° Au point de même éloignement z, la tangente A la' 
trajectoire (c<) est plus inclinée sur la tangente initiale que la tangente 
A la trajectoire (c). Cela résulte de ce que p( >  p.

a® Comme on a a? =  zcosa, on peut substituer dans l’énoncé des 
théorèmes précédents l’abscisse x  à l’éloignement z.

Fig. 331,

3? On a l sa J  Puisque i*u< le temps mis par le projectil
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pour aller de l’origine au point de même abscisse est plus grand sur la 
trajectoire (c,} que sur la trajectoire (c).

Théorèmes sur le sommet. — Au sommet de la trajectoire, on a 
p =  tanga et l’on peut énoncer les théorèmes suivants :

On a

222. Théorème IV. — Supposons qu’on lire sous l'angle constant a 
cl soit M le but. On pourra atteindre ce but en tirant des projectile!.

divers, de coefficients balistiques, crois&nls c<, c*, avec des vitesses 
initiales V10, Va» également croissantes.

Au cas c =  o (coefficient balistique nul, tir dans le vide), corres
pondra une vitesse ̂ initiale V00, qui sera la plus faible qu’on puisse 
employer pour atteindre M.

, Supposons que le degré de la résistance soit > a ; alors le point 
oxl v =  oo est à distance finie. Donc, si l’on tire du point 0  avec une 
vitesse infinie, sous l’angle a, une trajectoire particulière c,- passera par 
le poini-M. Pour toutes les valeurs de c supérieures à cj, les trajec
toires étant, d’après le théorème du n° 224, au-dessous de Ci, passeront 
au-dessous de M.

Donc, dans le cas de toutes les trajectoires qui peuvent
atteindre le point M ont leurs vitesses comprises entre V04 et oo et leurs 
coefficients balistiques compris entre 0  et <?/. Elles sont renfermées

Fig. aaa.

M



QDBliQDBS PSOPaffiTÉS DES TOAKCTOiaBS ATMOSPHKBIQCÏS. 447

dans un. fuseau étroit eompris entre les trajectoires limites c =  o 
et e =  c,.

2° Si le degré de la résistance est <  2, le point où r =  so est à dis
tance infinie. Il existe, par suite, une vitesse limite V/0, correspondant à 
un coefficient balistique a  qui donnera la dernière trajectoire passant* 
par le point M.

Le fuseau comprenant toutes les trajectoires aura donc pour limites, 
d’une part ( V0|, c =  0), et d’autre part (Vl0, ci).

223. De l’angle de portée maximum. — « L’expérience avait appris 
aux anciens artilleurs que l’angle de tir qui damne la portée maximum 
est inférieur à 45°. Ce résultat a été longtemps admis comme une loi 
générale du mouvement des corps pesants dans les milieux résistants, 
quoique l’Analyse n’ait jamais rigoureusement justifié cette conclusion. 
Récemment, on a constaté que, pour certains projectiles, l’angle de 
portée maximum était supérieur ù 45°. Cette anomalie, bien qu’elle 
puisse s’expliquer par la raréfaction de plus en plus grande des couches 
d'air traversées par le projectile à mesure que l'angle de tir augmente, 
est de nature ù jeter des doutes sur l’exactitude de la la loi admise sans 
démonstration dans le cas d’un milieu homogène. Nous nous proposons 
ici d’examiner dans quelles limites cette loi peut être acceptée » ( colonel 
Aslier, 1877).

Nous ferons connaître ici les deux théorèmes dus au colonel Aslier, 
qui sont les seuls connus sur ce problème, envisagé dans le cas général, 
tout mi moins.

224. Premier théorème du colonel A stier sur la  somme (a+<o). —  
Lemme. — A la portée maximum correspondent un angle de projec
tion « et un ungle de chute <0 ; nous désignerons par u ' la valeur absolue 
de l’angle de chute.

L’angle de chute <ù' est toujours plus grand que l’angle de projec
tion a; la somme ( a +  ta') varie de o quand l’angle de projection 
varie de o à Il existe donc un certain angle de projection y, tel que

la-somme (y-^-o>') soit égale ù
La tangente à la trajectoire au point de chute est alors perpendiculaire 

ù la tangente initiale.
L’angle y est d’ailleurs plus petit que car on a toujours y -+-<*> >  »y,

e i s i y - h o s s p  il vient y - ,
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i® Prenons l’équation de la trajectoire rapportée aux axes obliques O y  
et Oz de l’origine (162), et soit y = / ( z ,  a), cette équation.

On a

d z  d z

On a donc
d f

=  cosa( tanga —  tangx

Soient Z  et yw les coordonnées obliques du point de chute.

Fig. aa4<

Si X est la portée horizontale, on a

Z =  Yw =. X tanga ,
avec

%  =  cos “ (ta n g a  -  tango») e t  s X ta n g a  « = /(Z ; a ) .

La portée m axim um  X* s’obtiendra en différentiant cette dernière ;
1 1 , 1  i
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équation par rapport à a. On aura ainsi

Æ .j_ X d f  ÆL d f d f  f  i d X .  _ \  d f

6 rfa cos-a rfZ rfa ofZ \cosa d% & ' ■/ i/a

En égalant à zéro, il viendra, pour la portée maximum : '

X. /rfA
c0 -igM =  Zntangax cos ax( tanga*—  tango*) -h ^  j  ^

On aura, en réduisant les termes :

Xn(H-tangaMtangwu) =

Prenons maintenant la valeur absolue o»x de l’angle de chiile. On 
écrira l’équation précédente

Xh(i — tanga* tango»*) =

On déduit de là :

" ' S i( ^ ) a =  0’ 0Iia
«ji, d’où oji = y ;, « U)X = -

b. Si > ° i OJ1 a aa<Y> ear, en vertu de lit relation

au -f- y =  ^ , on aurait sans cela tanga* >  i, et, par suite,
tanga* tangü'ÿ > i ,

ce qui rendrait le premier membre négatif;
c. Si pour la raison inverse, on a aM>  v. Remarquons

que si aM<  y» on a toujours Oh<  -j-
a0 On peut démontrer géométriquement la proposition précédente. 
Soit BOA l’angle dé portée piaximum. La portée est OA, et BA est 

l’ubkissement du point de chute.
Augmentons l’angle de projection a d’utie petite quantité d*.*Puisqu’il 

s’agit delà portée maximum, la trajectoire (a-f-da) passera encore au 
point A. Prenons O fi'=  OB, et soit B'A' l’abaissement correspondant; 
AA' sera le dernier élément de la trajectoire.

Mais, à la limite, BB' est perpendiculaire à OB; donc si B'A' =  BA 
l’élément AA' sera parallèle à BB' et sera perpendiculaire à OB.

tS a n g lé  ,dé cïiu te  sera.com plém entaire de l ’ang le  de p ro jec tio n  
q u i a u ra  la  v q iç jtï y*1 i

« fu u u w w r tO A  t i o p *  t . »
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Suivant que B'A' sera plus grand ou plus petit que BA, l’angle A'AO 
sera plus petit ou plus grand que le complément de BOA. Or, la difle-

Fig. 225.

ronce B 'À'— BA est la quantité ( s ) m <ïu on a cons*dérée
précédemment.

T héorème. — Suivant que la 7'ésistance croit proportionnellement 
à la vitesse, plus vite ou moins vite que la vitesse, Vangle de portée 
maximum est égal à y, /dits grand ou plus petit que y. — En 
d’autres termes, si, sur toute la trajectoire, n est le degré de lu résis
tance, on aura :

«M > V* si n > i ;
*M= Y> .o» > II

* » 1 <  Y> si

a. La résistance est piyportionnelle à la vitesse n - - 1. -  Si l’on 
a cF(u) =  bKv, la première équation du mouvement en coordonnées 
obliques devient

dvz = — ~vldp. 
o

Puisque v, qui renfermait l’angle de projection a, disparaît cl que
/ / y   ̂ i

p =  ne contient pas cette constante, ni cette équation différentielle, 
ni les autres ne renfermeront a. II en sera de même des limites des 
intégrales pour les valeurs initiales z =  o, p =  o, y =  o, (t>K)o=  V 0* 

Ainsi, dans le cas d’une résistance proportionnelle à la vitesse, la 
trajectoire est indépendante de l’angle de projection.

On aura donc, non pas y =  a) pour équation de la trajectoire 
rapportée aux axes obliques, mais y = / ( z ) .  Donc =  o, aussi bien 
au point de portée maximum qu’en un autre point quelconque.

D’après le Iemme, on aura, par suitë, aH= y ,
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b. La résistance croît plus oite que la vitesse i. — Soit 
ç (r) =  la fonction de v qui ligure dans l'équation de l’hodographe; 
on suppose que ç (r) croit avec r.

On écrira l’hodograplie
r" *dvz = ~

avec (162)
1

u = i?z(p2— 3tp siûa H-1)-.
Donc

/’/ T 11dot = ---  ̂co [ ez(p2— 2p sina -+• ï)2 J t/p.

Soient a, rl or2 deux angles d(î projection, a>> x,, On aura

(^)i =

U’,)2 =

V. l'origine, ( rz) 4 =  V0. Mais, pour une même valeur de ot cl
de p, la valeur v diminue quand a «augmente. II on sera de même, par 
hypothèse, de cp(v).

Donc, pour une même wileur de p, (eg)2, d’après l'intégrale, sera 
jdus grand que êg)|, du moins aussitôt après l’origine. Mais jamais (î̂ )2 

ne pourra redevenir égal à ear d(v/t)2 serait encore supérieur
A d (v g) i et le même raisonnement serait valable.

Donc, si ao> a4, toujours correspondant A a2 sera plus grand 
que (eg’)i, correspondant a, a,, pour la même valeur de p.

Considérons'maintenant, pour les deux trajectoires, le même éloigne
ment je; aux angles de projection a< et aa(aa> a| ) correspondent les 
valeurs p4 et p2.

On a
t /*lh i /*Pl

' -  ! /  (*•«)!rfpi , * - 7 /  0*>,rfP-/■» */q * 'o

Puisque, ù égalité de p, ou a (p, la,” ( #',»)«, l'égalité des S' entraîne 
l’inégalité (les 'imites p, et p», cl l'on n nécessairement

|»»< Pi-
Mais les abaissements y sont donnés pur les formules
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Par suite, le premier est plus grand que le second : v( >  j->.
Donc, si n >  i, les abaissements correspondant à un même éloigne

ment z sur la ligne de projection diminuent quand a augmente. Puisque
y = f ( z, a), on a donc ^  <  o sur toute là trajectoire et, par suite, en
particulier, au point de portée maximum. Donc ocw>  y. c. q. f . o.

c. S i n < i ,  la m^me démonstration, appliquée au cas où la fonc
tion o (v ) diminue avec v, conduit à la conclusion aM <  y.

Exem ples. — 10 Supposons qu’on puisse mettre en coordonnées 
rectangulaires la trajectoire sous la forme (trajectoire de Pitqn-Bressant)

y =  * tanga -  0  +

( En coordonnées obliques, on aura

Formons
y =  z«(n- Jrvgzcosa).

f  = - Æ . si„a.dot 2

Ainsi, pour toute valeur positive de l'angle de projection a, on 
d 'f ^a u r a ^ < o .

Donc l’angle aH de portée maximum est toujours plus grand que 
l’angle y auquel correspond, ah point de chute, un angle de chute égal

*(?-*> ■
a* Prenons la trajectoire sous la forme suivante ( trajectoire du général 

Duchènrt :
v =  a? t a n g a ------- ç f * *  Y i +  H , — ------1 - I I » . . V' 2 V;cos, a \  cosa cos*a / ’

qui deviendra, en coordonnées, obliques,

y = -^îZî (n-IIxz-|-H,z*-i-.

 ̂ a =  °» en tout P0*111- de la trajectoire.
Donc oh aura au =  y. Les tangentes à l’origine et au point de chute 

sont, dans ce cas, comme dans le cas de n =  i , perpendiculaires, pour 
jungle de portée maximum.

22o. Deuxième théorèxnei du colonel Astier. — Sua L’iNjatE de'tùrték .
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m a x im u m . — )° S i l ’o it considère l ’équation  y cos-a =  cos a, xi, 
Jorm e sous laque lle  on peut écrire  la  tra je c to ire  en coordonnées 
obliques, on énoncera les théorèmes suivants re la tifs  à l'a n g le  aM de 
portée m axim um .

On a :
7Z

3 tV =  -J9 si
( 3 ) . -

.  **C 

81 >4» si
m : < -

.  «  

* * < y si
( 3 ) . > *

'• de chutet on a

yu ss X tanga et X =  z cos a.

< )n aura donc, pour la portée :

Xsinacoix =  (̂X., «).

Le maximum de X s’obtiendra eu faisant 
On aura donc

dz : O .

X cos aaa=  ( ^ ) M*

Donc, cosaav aura le mémo signe que J M cl, suivant que celte 
dérivée sera mille,, positive ou négative, l’angle de ̂ portée maximum sera 
égal à plus petit ou plus grand.

Si la fonction ~  est telle qu’elle ne s’annule pas en changeant de signe

entre *„ et le théorème'pourra s’énoncer ainsi qu’il suit :
On a :

. K
* * =  x si

H
»

fl O

w «  
* » >  4» si

T

* H <
»

si
$ ) . > « •

T

st° Exemple». — a. Ainsi, dans le premier exemple cité précédem
ment (trajectoire,de Piton-Bressant), on pourra écrire

4 i i

■y qos*a m ^ 5  (»* co»*,«) [1 -t- XV? (z co$?)].
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Donc ^  =  o, en loul point de la trajectoire : l’angle fie portée 

maximum est égal à -•
b* Dans le second exemple \ trajectoire du général Duchëne ), on 

écrira
fr

\ cos2a =  —r-jz3 cos2a(i Iliz),
R ▼ 5

qui peut se mettre sous la forme

Donc

.  g , .  ,  T  ( *  cos a i l\ c o s * »  =  -Mr= ( z * c o s J a ï I ï -t- H j---------- 1 1
aV*'1 t  cos* J

d%
rH 1^ / , , X1  sïna= ^ (7.,co,ïa)j _ .

En toul point de la trajectoire, est positif. Donc, l’angle do portée

maximum est plus peut que -•
c. Si l’on prend la tra jectoire sous la forme

y a? tanga — *>. VJ{ cos2 a (ï -i- Va? cosma j,

on la met sous la forme

d’où

JO"
} COS*? =5 -£W(z*COS*aj[l+A(ZC0&3)C05»'2] îfc > 5

= -  [7^ 7  (2 — )•] m sina cosa.

Si m >  o, l’angle de portée maximum >  7 ;
4

Si m == o, l’angle de portée maximum =

Si m <  o, l’angle de portée maximum <  j .

3° Fonction W(a lisons

1 a? s=s z cosa, Ç = \ coŝ a, P sb-$-
On aura

. dy 1 cfl; P , d,V
cosa f dz cosa dœ cos?* * cosa

Par suite, l’hodographe, qui donne dvt> s’écrira

dv* = -  f c* h ( ô S ïh  ~ aP tenga + *>*] 5 ^ î ’,
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et Ton aura aussi
d P  =  -£7 d x  et d -=s P d x .

Ce sont exactement, enLre les variables ( x 7 Ç, P, i\), les mêmes équa
tions qu’au n.° 224, b7 entre <z, y, x\)7 excepté que la fonction

? [ a 2( p2 — %p sina-H i)7] 

est remplacée par la fonction

T (a )  =  - i — ç [ ------ a P tanga - t- i)7  J .
' c o sa TL \c o sa  ° J

En se reportant aux raisonnements précédents, on conclut que, pour 
une valeur donnée de x , les valeurs correspondantes de P et de Ç 
augmentent ou diminuent avec a, suivant que la fonction T  augmente

ou diminue avec a. Donc, chercher le signe de —  ^ou de revient

à chercher le signe de ~  pour a =  j  •

i n Application au cas d'une résistance monome.

c F (v )  = bn a".

Formons, dans cette hypothèse, la fonction

Soit

On a

c ■ x cF(»0i| (ocj = -----co(r) =  — -— .v J coba ' wcoba

bnvl1"1 v*-* / ï>*
lp(«) as--- i—  C= ---- ( — ;----- a P tanga -+-1'  o o s a  coî>ot \  cos* a °

n — l 
1 *

La dérivée par rapport à a est la suivante :

n~ z
b n v * " 1 t  P* « \  * / .  i-  ----- a P tanga ■+•i } s in û t-P * -------- ------------cos* a \cos*a n /  \0% co s a -P* nsini£fV

cossa /

Si l’on y fait a elle devient 
i J 4

JJ mtm 0
( ^ )  = 2*»v?", (aP*” aP't" 1) * ^= + /n/aP*— «/âP^

T n

«ai* »/»*„«?-*[ P*-»-(P — *)*>* [ — a) ‘
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Le signe de la dérivée dépend donc du signe du dernier facteur
i
4

Si n<  a, cette expression est positive, quel que soit P.
La fonction W augmentera avec a. Donc, dans ce cas, Ç =  ycosâa 

augmentera avec a, d’où ce théorème :
S i n ^ 2, V angle de portée m axim um  est p lus  p e tit que

Mais cette démonstration ne subsiste plus quand n  est plus grand 
que a.

La relation du second degré en P s’écrivant ^P*— P +  > celle 
quantité est négative pour toutes les valeurs de P comprises entre les 
deux racines de l'équation P*— P -f- =  o.

Or, comme p =  cos a (tanga — tangTj, on voit que, entre l’origine et 
le point de chute, P =  pcosa varie de zéro à cosaa(tanga — langea), 
c'est-à-dire à 7 (1— tanga») pour oc= j  (avec tanga» négatif).

Si n est très grand, les deux racines en question sonl très voisines de 
zéro et de L’unité.

« La dérivée ^  sera donc négative pour la plus grande portion de 
l’arc de trajectoire considéré, surtout si tanga» est très peu supérieur à 
tanga (projectiles de très faible coefficient balistique). On conçoit très 
bien que, dans ces conditions, la valeur de Ç au point de chute puisse 
diminuer quand a augmente. 11 en résulterait un angle de portée maxi
mum supérieur à 45° » (colonel Asticr).

Ce raisonnement démontre simplement qu’il n’est pas absurde de 
penser que, dans certains cas, on puisse avoir otal>  il ne prouve pas 
qu’en réalité ce cas puisse se présenter; pour le voir, il faut étudier des 
problèmes particuliers. Nous donnerons ici l’analyse du colonql Astier 
pour les deux cas n =  $ et n — 5.

■ 5° Cas de n =  3. — L’équation différentielle de l’hodographe (3®), 
dans le cas d’une résistance mono me,' s’écrit avec la fonction P :

dyv
t>*+‘

bn f  P* \  *
( I + r o i “ aPun*,y  • 'dî>>g  cos«

et, pour n =  3, elle s’intégrera sous la forme

v A g   ̂ \cOâot
P* tanga 

cos ot
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et Vabscisse donl l’équation différentielle est
112

d x = -!-d ? ,g
sera donnée par l'intégrale

_____________ d P _______________
I ; 3 6 ,V» /  P P» P *tanga\" p  

g  \cosa 3 cos*# cosa J J

Pour avoir la valeur X  de x  au point de chute dans la trajectoire sou.s 
l’angle de 45°, il faut, dans cette expression, faire a =  ~ et prendre

4

l’intégrafe depuis P =  o jusqu’à P =  - (ï — Langea).
Si, quand a augmente, l’intégrale qui donne cette valeur de prise

I • « ta mentre o et - (i — tangeo), diminue, comme la valeur k —  I P d x , prise

entre les mêmes limites, reste la même, on pourra en conclure que, pour 
une même valeur de #, S augmente avec a et que, par suite, l’angle de 
portée maximum est plus petit que 45°. La conclusion serait inverse 
ai ^  était positif. On a, pour la variation de \ ,

i -  (\>  sïng i P* s i n * -  p *  1 +  Sïn-_ ? A
à X  \  co s» a  co s» a_________C o sta  J

éa g* JQ T 3 6 3Vjj / cosa P* __ P* tanga
l/"*" g  \  'P  3 cos3a cosa

expression qui, pour a s : ^  devient

T

Le dénominateur de la fraction sous le signe J 'est constamment 
positif et croît en même temps que P. Oc numérateur est négatif 
entre P ss o et P =  -j > positif entre P =  ~ et P =ç i , négatif pour P >  1 ;

comme - (i —* langea) est plus grand que i , on a 1
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Soit N la valeur (lu dénominateur pour P =  Si, dans l’expression
précédente, on remplace le dénominateur par N, oii augmente celte 
expression, puisqu’on aura diminué la portion négative de l’intégrale cl 
augmenté sa portion positive. Donc :

ou

! P*H-ipUp 
a % )

N

«  . 
^ < ° *

Dans le cas de n — 3, V angle de portée m axim um  est tou jou rs  
p lu s  p e tit gue'~ .

6° Cas de n — 5. — On trouve

àX
_/'pi_£p*+ | p j_ !p î- i- i p W

\  3 a 4 /

pt+ J^P*_lp*+.
j  îi i r)]

Le dénominateur de la quantité sous le signe J  est toujours positif.
Le numérateur commence par être négatif, change de signe entre I* =  o 
et P =  i , puis redevient négatif pour une valeur P, de P, plus grandit 
que i. Supposons que le coefficient b6 soit assez petit pour que
^ (i — tanga)) soit plus petit que P( (on sait que quand b„ tend vers zéro, 
tango tend vers — i). Dans ce cas, on aura . ,

mais

- ( ? » - -  P*+ |  P * -  -  P*H- Lp) dP
_____ \ * 3 % 4 /

[ ,  +  5 ^ M ( r » - f l H + Ç p . - J p . +  | p

j f - ( F* - ; f ‘+ î p,- i p,+j p) * - à -

L'intégrale définie qui figure dans l’expression ^  est donc posi-
ti\e pour bs =  o, et, par conséquent, sera encore positive pour les 
petites valeurs (le

Donc, dans le cas de cF(?’) =  bsv3, pour les petites .valeurs de bai
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sera positif et, par suite, l'angle de plus grande portée est supé

rieur à 45°. O11 voit aisément comment on peut appliquer le même mode 
de raisonnement aux valeurs de n supérieures à 5.

IV. — PERTURBATIONS ET COEFFICIENTS DIFFÉRENTIELS.

226. Formule fondamentale des perturbations. —  Le lieutenant Haag 
cl M. K., de Férié ont, chacun de leur côté, donné des formules qui 
permettent, dans le cas d’une trajectoire quelconque1, de résoudre le 
problème suivant :

Soit M0M un arc do trajectoire dont les caractéristiques initiales 
sont (a, a0, c) et qui est défini par la valeur de inclinaison de la tan
gente au point M, point dont les autres éléments sont (w, a*, £). On
donne une altération (d%, d«0, de) aux caractéristiques initiales du

Fig. 226.

point M®, et une altération dg à la gravité g. Quelles seront les pertur
bations (d«, d#, dy1 dt) subies par les éléments du point M,' l’incli
naison t restant constante?

ï ù Prenons l’équation différentielle de Hiodographe

que nous écrirons
du
<k

du _ c
3ê “  g î’F(v),

S. J L - F ( J L - ) ta2.v(u,*). 
g  cost \ co st /  f?
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Soit l’accroissement du de U] on aura
d(u-t-du) c-frde

<k g  H- de W(u-*-âu9 'z)

ou
du d(âu)

% ) ( v -h '3Zàu) J

En tenant compte de Téquatîon de l’hodographc et en divisant
par -  W,on aura

mais

d(du) __ de_àg
cdu g i ( ï n i ) du;

Donc

(F? _  dW dv
du do du ' 'cos?

1 f W \  v F'-h F 1 . . t
W \d ü ) ~  F +

u F'en introduisant le degré n =  de la résistance. On a donc

d(du)
du

, .du de dff
■ (/*■ +• I ) --------------- h -2 . = 0.‘ u c g

C’est une équation différentielle linéaire du premier ordre, qu'il esl 
aisé d’intégrer. On a, en effet, '

«  * - - . £ > * • * [ * - ( ?  -  2 )j Cv / ~ * î 4
• 1 t

où A est une constante qu’on déterminera ainsi qu’il suit : au point 
Mo(V#, a) correspond le point M'0 de la trajectoire (V0+  dV0, a 4 - du) 
où l’inclinaison est a, puisque la formule (1) esl établie à t  constant. 
D’après l’équation de l’hodograpbe =s pour passer de MJ,

à M0, on a du0=  —2j î—• D’autre part, en M0, pour passer de l’une 
à l’autre trajectoire, on a un du« égal à

t •
cosotdVo— V0smada.

r , •
Donc, au total, la varia tionde u0 en M0 sera égale à, •

— V .^SM tt-t- — -f" COS fit <JVo.

On aura, par suite, * ,
1 1 t

À SB — COSflsdV04» Vo ^siR0C-H &L1 '
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2° Lorsque le degré n est une constante, on a

( r e - M )  

e * «Ov  Un

Donc, il viendra la formule

cosadVo— V0 ̂ sina -t- dal

:-&■ ] In \ c g I I

461

227. Autres éléments de l’arc. — On a, pour les différents éléments 
de l’arc,

éz
cos1-: ’ u 5 ta n g - dz

co^z

On aura donc

gt~

gx

g y

’££hh - 'i - v „  ^  f , COS3 T(du)— ,
, é 'H t ) 0 cosa Ja

’àtr t).r\ /■ ' . s % dz
7 - ^ J

| = V* às — a j u(du)SSî?»
àff
g ‘ y J

|=,V# tanga da--2  / «(da)tang d~.
üô z

Ce sont, les formules qui résolvent le problème pose, moyennant les inté
grations effectuées, quand on aura remplacé (du) par sa valeur (t).

Vérifier que, dans le eas du vide, on retrouve les formules du 
n° 71.

Point do chute. --- Cherchons directement les expressions des coeffi
cients différentiels correspondants à (da, du0, de) pour le point de
chute, défini par les deux équations '

;
/*to «* . /•“ u*,X =  — / — d'ange, osai ,  -—tanga rftang?. !

•/# g JX g ’I
I

Difï'érentions, on aura (

dX ^  ' 4- \  f  u(d£t)dtang':,, s g  oos’w g g J*

0' as — — tanga -ff i-  •+■ ^  tanga d« — 2 f  «(du) tanga «Jung?. 
g. • CO**« g  •'« .
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Multiplions la première équation par tango) et retranchons de manière 
éliminer do), on aura

,K _  S  (, -  ,25*!) *  _ 2  _  2ÏÏU ) d u»,,
g  \  t a n g u ) /  £■ «/„ \  ta n g io y

On trouve, par le même procédé,

Vo /  uü t a n g a  \  dx 
g  \  k w tang<i>/ c o s a

2
ta n g x  

uœ tan g o )

On a en plus 0o), par la formule

<itü ss —  à£. f  u ( Ou) tangx d tangx.
V&' tango V * J a '  b b

Enfin dua sera obtenu ainsi qu’il suit. A la valeur du® donnée par la 
formule < i ) et qui correspond à x: =  const., il faudra ajouter la 
valeur {du^)^ correspondant à dco donnée ci-dessus et qui est 

, /

On a donc ainsi'l’altération de tous les éléments du point de chute. 
Vérifier ces formules dans le cas du \ide.

228. Relations entre les perturbations à arguments divers. — On a
établi les formules précédentes à x constant. Comment peut-on trouver

*
Fig. 2*27.

les autres systèmes de perturbations, par exemple à (l, % ,y, a . . . )  
constant?

Soient les deux points correspondants ÎVI, etMs (même ?) sur les deux
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trajectoires (i) et ( 2 ). Soit N le point de meme t sur (2) que Af, sur (1). 

On aura
dr* =  Mi N', <)x~ =  Mi P'.

Donc
t)xt =  àx.ç—  N P.

Or, sur la trajectoire (̂ 2 ), le point AD correspond à un accroisse
ment d/T (à t constant). Par suite,

• NP

On a donc

.te,= < ^ - ( 7! ) ^ .
C’est la formule cherchée.

D’une façon générale, soit un élément e considéré dans ses perturba
tions par rapport à deux argumenis a et b. On a (71, 5°)

*)ea = àej, Ùtlfa

Les principaux cas où se rencontre ^  sont indiqués au Tableau du 
n° 187, /\° :

Si b = e, On a <)eu =̂= —

Ainsi, d xt —  — udtx*
Comme autre exemple, à y  constant, on a

dxy = <)x?— cot xt)jrT.

229. C oefficients différentiels. — Soil un élément e quelconque. On 
a d’une façon générale, relativement à un argument définissant la fin de 
Tare, qui sera ici t :

Les facteurs eLc> sont dits les coefficients différen
tiels do e, à x constant.

Ces quatre coefficients différentiels ne sont pas indépendants. 11 
existe entre eux certaines relation? que nous allons faire connaître.

Prem ier théorème. — Soit une variation da. et dV0. La constante A 
de l’équation (i) (226) sera nulle si .

<;V9'= V0(s,ina4- CJsa
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Dans cette hypothèse, les deux trajectoires (a, V0) et (a +  dot, 
V04 -d\V) n’en font qu’une, l’origine seule étant déplacée. On aura 
donc (du) =  o, et les formules du n° 227 deviendront

dt =  — —  - ^ L »  d xss— —  A*. àv = — —  ta n g a &*, àu = o .• g  cosa g  g  f

D’autre part, l’équation

à cause de la relation entre dV„ et da. devient

m c ê w * )
En identifiant avec les valeurs {de, dx, dy , du), on a

s in o n -  — 0>)1 da. 
t COSSC \  g  j  JVo Ys

( s ) , + ÏS ï l^sina-h cF„\ /  dt '
T )  W , ; f t #cosa

( s ) . *
|sin«+ cF«\ /  àx \

7 i W
a- V*-h — « o ,T ^

( © . - cosa, ^sina-f- cF«W d y '
T ) )T+  -p ta“g«=

fô v \ V„ .f .
w * cosa ^sm a  +

t ) w /
lt =  o.

Rem arque. —. Les coefficients différentiels d’un élément e considéré 
par rapport à deux arguments a  et b sont liés par la même formule que 
les perturbations (224). Ainsi, par exemple, on a

• (*!l\ -  •_ ( é l
V<te/<r \à*J» \ d a j\  à * ,v

Au p o in t de^chute {y  =  o, dy =  o), démontrer qu’on aura

^cofa ( * L \ [ tfsina +  cF, ( * L \  ,
V| \< h ) V»sma
* fàX) i( (Ç-sina +  cFo ( à x \ .
V 0 \à x ) V«cpsa U o A +

# 00t«
VJ'

/<)m\  gsinu-hcFQ 
\à z )  "** 'Vosina ( & ) -

cota /dv«\ , ^sina-f* cFo /dVw<
V2vü \  J - Vosina

Vwsjno>tanga V0»ini* !0,

10,

tangta
(fCOth)

VJ
g sinoo-f-cF̂  

 ̂ VeSittW «  o.

x
Deuxièm e théorème. — Soit une variation' de et dg. On a, d’une
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part,

D’autre part, on aura 

On a alors

d*” (K X *’+ ( ç ) >
» . f)c Ô£>

OU  SS O , SI — ZS — m
O g

et comme

il viendra

M __ dx __ <)y __ dg j
t~ ~ x  ~~ÿ ~g* <» = °>

- [ ( S W ® ) ] *
tùt

C\dc =0- ' ( & ) . + ’ ( % ) , + r -

Troisième théorème. — On a <

du =( mo»\0-t- ndst)#,
en posant

m -cosa, /i = —V0(sîna+po)> log<I>~ f  (n + n 

Par suite,

D'autre part (228),

Donc

kî
ùx = — <#* — — /* ♦

# g J* C09''s

VW * S g J» CO», l '  
/ tfer \ an» r 1

7 ;  J «

Formons le déterminant

•* . d z  — — < 
COS*T

(S), (*'
( ^ ) t ( ^ À

HJ*
( dx \

On voit immédiatement qu’on a

0 -ea— cos a_______________  V|
cosadVoHr Vo(ôina •+■  po)da g du

Vf atiMmwttiwï, 14m i .
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ou encore
Dr = u0 /< )«\____ .

g  V̂ Vo/ t’T ^(sina-f- po) 
ce qu’on peut écrire

(9 , [ * ( £ ) . - ? ]O =a

{ w X  K ^ . X “ «-(s*n^VpT)]

On a des déterminants analogues relativement à t, y  et $, de sorte 
qu’on peut écrire

/<)u\ [è x \  V§
\ d * ) z  =  2 ( ^ / t  g

/ àu\ / àx \ _ uQ
\ ï fV l ) ï  a \àvlj■c~~ #•(««»* +  poj

• ( g ) . » ? " -
( ÈL\ Ko tans « 2

+  - ï t -g  cos g
___ I___

•̂(sina +  po)

Enfin, si au lieu de considérer les coefficients différentiels à t constant, 
on calcule les coefficients différentiels relativement A un autre élément, 
on obtient des formules analogues aux suivantes :

—— -D ,=g  COST g g 3

où Dt est le déterminant considéré précédemment et où a l’ex
pression

Remarques. — Toutes ces formules, qui sont souvent appelées 
fo rm u le s  de raccord, servent, dans 'les calculs balistiques, à vérifier 
l’exactitude finale des calculs des coefficients différentiels faits par 
d’autres méthodes, souvent par approximation et par arcs successifs. Ces 
trois théorèmes constituent des cas particuliers de théorèmes plus géné
raux dus à MM. Haag, Darieus, Valiron, Maurice Garnier.

230. Théorèmes de M. Kené Garnier. — i* Les coordonnées a?, y ,  <futt 
point appartenant à une trajectoire de la famille V0 =  consl., peuvent 
être exprimées à l’aide de deux variables * indépendantès, l 'a n g le  de
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p ro je c tio n  a v\ le temps t. On a, en particulier, pour t>(£, a) cl a), 
des relations telles que *r*(o, oc) =  V 0 et z(o, a) =  a.

Considérons les équations aux variations du système différentiel de 
riiodographe, .on écril :

{ dv
)  dt = ~ S ^ ~ . - e F ( v ) ,

l VTt • g C O S Z .

On trouve aisément

= _ CF
dt\à a /  K J dx v ci a

Posons

/  (fc\ _  c o s ’r du ^  c F ( v )  àz 
\ à x) v dx v dx

âv . dv . nv- = r cosô, e-»-= r sinQ, da * da *

les relations précédentes deviennent

|  = — c F̂'(ti) cos*0 -+- ^  sinsoj,

__jj“
dt

Pour t —  o, on a

1 dv 
1 r  dt

1̂®+”=) = _ r J IlL) _  F'(„)j s;no cose.

dv 4 dt
7 -5 5 0  et ii 7- = Vo. 
d x  < ) x

Par suite, d'après les définitions de r et de 6,

r(o, üs)  = V«, fl(o, «) = -•J*

•a." In te rp ré ta tio n  géom étrique . Si, dans les relations
v — V{t, a) et t =  ,:(tf a), on donne à a une valeur constante, les 
courbes obtenues en faisant \trier t sont, par définition, les hodo- 
ÿraphes des différentes trajectoires do la famille V#=  const.

Vu contraire, donnons à t  une \aleur fixe £0 c*l faisons varier a; les 
courbes ainsi obtenues

i> =  e ( f0, a ) e t <z =  -z(lt,a)

seront les isochrones du réseau. En tout point du plan (r, ?) passent 
donc un kodographe et un isochrone.



468 CHAP« III*  —  ETUDE GÉNÉRALE DE LA COURBE BALISTIQUE.

Si l’on suppose qu’un mobile fictif se déplace sur un isochrone, 
dans un temps mesuré par le nombre a, les composantes de sa vitesse 
fictive suivant le x*ayon vecteur et suivant sa normale seront ~  et i>~* 
Donc, le nombre r est la mesure de celte vitesse fictive et l’angle de 
cette \itesse r avec la direction positive du rayon vecteur aura pour 
valeur l’angle 6.

Enfin, on démontrera aisément que l’on a

r __ â(6 -+- z)
-  — —- >

p étant le ravon de coui'bure de l'isochrone.» .
Les trajectoires tirées à - := ±  -  + s e l à ':  =  ±  — s étant symé

triques, la courbe des isochrones ne contiendra que des termes en s, 
et, par suite, elle aura des tangentes horizontales pour ? =  ±: On 
a donc

îîm Û = - •

Cherchons maintenant la limite de r quand a (ou -r) deviennent 
égaux à ;±i  ̂(tir vertical).

On a alors

<l’«ù

I dt F(i;)
? dt C~ 1 T 9

r = Vjc

Soit cE(r ) =  bnvn, on a
tz - r *

du
c ¥ ( v ) - h f f

pour le tir vertical a&ceudant. On trouve alors 

Dans le cas du vide, c =  o, ou d’une résistance linéaire cF(r)=/;, v,
on a

.»(•+*> .

Donc, 6 + t ne dépend pas de t et l’on a
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On en déduit

*(0 + *)__■  
da ~~

Donc
p =  r s a  \ \ e “ bt£ d a n s  le  cas d 'u n e  lo i l in é a ir e ,

p =  r  =  Y 0 d a n s  le v id e .

Les isochrones sont donc, dans ces deux cas, deux circonfé
rences.

3° Point de contact d'une trajectoire et de la courbe de sécu
rité. — A.\ec les coordonnées x(t ,  a) et y (t, c l )  en fonction des para
mètres a et t, pour le réseau de la famille Y 0=const., on écrira 
immédiatement, pour l’équation de la courbe de sécurité,

0 )

Ô X  ÔJ7

<)t Ù%

ï z  (]l
l)t <h

ou, avec les notation* r et 6, en remarquant que

X  =  /  V C O S Z  d t *

J 0
» t

j f  ( g c < m - v s i n

/ r cos(0 -+• z) dt

r t
u s l n ?  J  r  sin  (0  •+■

d’où

il viendra 

<*)

t)x C 1 /  du 
<)%

V  COS'C
= O.

Soit ti (a) l’époque à laquelle le projectile lancé sous,l’angle a 
touche la courbe de sécurité. L’équation (a) pourra s’écrire

(3)
r  ̂I r (*, *)sin[8(ï, a) ■+• *(t, a) — dt =s i

J»

C’est l'équation de la courbe de sécurité 'avec a et comme coor- 
dqrçnécs.
. Pour c =  0 (vide), ou a

■ ' < ' ■ ' , r es Y. et 6 ■+• x es ~  -+■ a..» ■ a -, 1 1
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Donc (3) de\ienl
V 0*i s in

Le sinus doil être nul; donc

JTC
‘2

* — tu V) = ir
OU

*(*h *) = — “

C’est un résultat connu.
Il subsiste en toute rigueur dans le cas d’une résistance linéaire



LIVRE IV.
LE PROBLÈME BALISTIQUE ET L’ANALYSE.

CHAPITRE I.
DE L’INTÉGRATION DES ÉQUATIONS DE LA BALISTIQUE.

I. — FORME NORMALE
DES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES DE LA BALISTIQUE.

231. Problème & résoudre. — Sous la forme qu’affectent les équa
tions différentielles établies au n° lo7, l’hodographe seul est fonction 
de deux variables v et x. Mais, cette dernière variable étant engagée 
sous les symboles dx et c o s t , on ne sc rend pas compte immédiatement 
à quel type classique, défini et étudié en Analyse, appartient l’équation 
différentielle de l’hodographe. Nous nous proposons tout d’abord de la 
mettre sous la forme dite norm ale.

D’autre part, il est possible de ramener toutes les autres équations 
différentielles & une forme telle qu’elles ne contiennent pf.us, comme 
variable, que l’élément considéré et la variable v, qui, entrant dans la 
fonction arbitraire F(i>), doit être tenue pour la variable imposée.

On rendra ainsi la solution de toutes ces équations indépendante de 
celle des autres et, d’autre part, l’Analyse apprendra à quelles difficultés 
on se Ueurte pour obtenir la solution de chacune.

Le problème de la réduction des équations de la Balistique à la forme 
normale a été traité dans des cas isolés par différents savants : le 
colonel Jacob, MM. Appell, Ouivct, etc. Nous avons résumé et géné
ralisé ici leurs recherches.

.232. Principe de la réduction. — Proposons-nous de former l’équa
tion différentielle entre une variable quelconque (/, sc, y , x, s, u, w, . . . )  
et la variable indépendante v.
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De l’équation de l’hodographe développée, on tire

dT _____fj CO S T
du ~~ v ( c F  -h ^ s in x )

ou,
\

avec la notation
€h
d v

COS T
tj(p +  sin̂ )

En portant cette expression dans les équations du mouvement, on 
aura

d t  i i ‘ d y  __ v û n z  i
g  p -t- siut * ~~ g  p -b sin x’

d x  __ v  cos t i  ' d s  __ »  I
*~dv ~  g  p-nsin?* d u  ~~ ^  p -h sine

On pourra encoi'e écrire, avec les variables u et «r, les deux équations
, d u  p cos*c __ p sim: -+■ 1

~~ p-H sinT* d o  p -+-suit

Soit £ une quelconque des variables, autre que ?-• ; la dérivée^  ne

renferme que u , p, sinT et c o s t . Donc ^  ne renfermera que v % p , p '

sim:, cost et —  Mais ce dernier rapport est exprimé en fonction de v , 
p, cost et sinT* On pourra donc éliminer cost et sinT entre

d * z d s
- y  et <iin!!t  4- cos2-: =  i. 
d v

On obtiendra ainsi l’équation différentielle du second ordre cherchée, 
qui ne renfermera que — , v, p et p' et, qui, puisqu’elle ne co'nlienl

pas s, se réduira au premier ordre en prenant pour inconnue Cette 
équation pourra être d’ailleurs plus ou moins compliquée suivant les 
difficultés de l’élimination.

A  p r io r i, on voit que ces équations se divisent en deux groupes : le 
premier, le plus simple, comprend d t, d y , ds et dw, parce que l'expres
sion des dérivées premières ne contient que la fonction sin t. Le second 
groupe, qui comprend dæ et du , sera beaucoup plus compliqué parce 
que les dérivées! contiennent & la fois sin t et cost.

Oh remarquera que i’équaliqn, qui donne en fonction de v, est 
immédiatement écrite'. On a, en effet,

' da>  p s i n t H - i  •
d u  ‘ p -h «in?
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d’où, en multipliant haut et bas par v le second membre,

dw
dv —  (3VI. Ouîvet) (194).pu -h w ' ' J

233. Réduction de l ’hodographe; —  i° Ramenons Loul d’abord l'ho- 
dographe à-la forme normale. On prendra pour variable

x. =  sim: -+• p

el l’on a, pour l’équation dilFérentielle de l’hodographc,

Posant t „ =  on aura

d~ cosx
3v ~  «i.

d-z

ou, avec la valeur de Ù.
dv

• ‘ '-“ a jc o K + p '

, COSs T , 
x„x =  —;---- 1- P

mais, d’après l’expression de t, on a

coss,c =  i — (x— p)s.

Portant celte valeur dans le second membre de x' x et ordonnant les 
fermes, après réduction, il viendra l’équation cherchée

* , x* 9e I , .  .
X „ X  H------------------- ‘ ' r  x  ------ ( p * —  I )  s =  o .v «I n '• ' •

Sous cette forme, on,voit quelle est du type connu en Analyse sous le 
nom d’équation d’Abel, . ; 1 ' ,

2° Faisons c =  o ; on a * , '
, . t * - i  V——  3= 0.

V

On prendri comme variable (x2— i;, et l’inlégratiop, qui est immé
diate, conduira à la formule v cost^ Y o cos a, ce qui est l’hodographe 
<lu vide. ' ’

3® Si l?on a résolu Phodographe, c’est-à-dire si l’on connaît x en fonc- 
tioh dé v, on obtient,* comme on sait, les autres éléments par de simples 
■ qut t dwr ç we s k t ; , . .



474  ch a p . i .  — d e  l’in tég ra tio n  des équations d e  la ba listiq u e . . 

Elles sont ici :

*
d r  =  ~  1  < / i  —  ( * —

g »■
■ 1 , svdv

d y = — -(*•— p) — *ô *

4° Si au lieu de u on prend pour variable * =  on en déduit

r &rv ■+■ A *
% = SJÿs"*

, Portant les valeurs de t et de J dans réquation en u ', il \iendra

(a) Â Hr-A*v(ï — P2) H->2(ap ■+■ vp') — O

Cctle forme a été indiquée par M. Appel!.

234. Autres formes analytiques de l’hodographe. -  a. Forme de 
M . Esclangon. — L ’équation différentielle de l’hodographe, sous sa 

forme ordinaire ---------' =  vp: peut s ecnre
CL T

dsin? __ i — sin2? __ p — sin t i — p*  ̂ t 
dv> usin.*: 4- pe ~~ n v sin?-h 

ou encore *
, d(vsi ne) i — p*

dv k sm-c -4- p

Prenons, pour nouvelle fonction inconnue Ç, la fonction définie par

? =  îïsinT — f  p dv,

d’où
c^rsin-r) __ dÇ 

dv ~  *
L’équation ( i ) devient donc 

>

(a) £ *>(» —  P*)

Posons 

On a donc

v¥-hj*VFdv, d’où ^ « v F '+ a F .

_ !_ " [ - ( f n  .
dx (wf'-haF) „ c’ K -+- — y*

g
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Soit, dyautre part, posé

r j y  O j )  , ^  d*Zt CZ — £ ~----y. dou ------- -</y. ûftt £■
On aura ainsi

rfx («F'-+-aF)Z ’

«'quation différentielle de la forme

( ’ d-A ~ ff +  z *

où o(x) est une fonclion connue de v, donc de x; c’est la forme normale 
cherchée.

On a
_  <’ / ( \* uF*

Ÿ “"eF'4-aH { g )  «F'+aF*

onIl est A remarquer que la fonction, x =  v l1’ -+- f  F dv est une foncti
t/0

croissante, connue au même titre que F(u i, indépendante du coefficient 
balistique. Si l’on écrit

o ( x ) s P ( x j - ^ j 'Q ( / . i ,

il en est de même des fonctions P(x) et Q lx i, qui peuvent être dressées 
en Labiés.

Cas particuliers, — i° Pour c —  o, on a Z =  £ — r sin-: : 

l)onc, l ’équation (3) devient

d(v sin-Q _  y (x) 
rfx ~  usin"

d’où
-  (e*s»n*,ï — Vj cos* a ) = J “y(x) rfx =  J'vdvss  — Vj).

Doncu==con$t. •
20 Soit une résistance linéaire F \ r)= s B ,v  et cF(v) — b{{v).
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^ bvOn a, en posant p. === —■ :
Ô

<?(*) =

d*. =  3Bji; rfo, 1

Z

Donc

On en déduit

“ 5 ■+-;!«>*» ' ? =  «v — ^ i i v K

Z  =  W -h

d Z  =  d w  -h a fx v d v .

Donc, l’équation différentielle deviendra

ou

d w  4 - 2 fx v d v  
v  d v

=  3 {A -+- i — (x2r>4 
w -+- \xv*

dw __ yfl -h (JLW ) 
d v  ~~ w  -H hd2

Cette équation peut s’écrire

%\xdw *ivdv — zw dw—l.-------—. - , ..  ..........— =  o.IH-jxtP v2— w2

Elle à i pour intégrale =  Q *, qui se réduit aisément

à tangT =  Q — ~ f  ce qui est l’intégrale de l’hodographe d\me résis
tance linéaire, mis sous la forme ordinaire

d z  ^  g  d u  
cos*2': b \  u *

b. Forme du Dr Cranz. —  On écrit l’hodographc 

sous la forme

d v  v ( p  - f-  s u it ) 
d z  ~~ cos x

■ ( t

mais

fdv\ 

\cosx /

d v
~ ■ dlogv et ~ = l o g t » n g ( Î  +  J)*

D’autre part, en posant Ç =  tanç ( |  on a l’expression

S‘n,=s Ÿ^çî"* donc 1 sinT= Un8gfh( î:).
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En prenant pour variables et logr, l’expression de l’hodographe 
est donc

4 jr £- =  tangh(,Ç»-ïH-p(Iogo).

Dans le second membre, on a la somme de deux fonctions a\ec 
variables séparées.

c. Form e du capita ine  P lâ tr ie r . — Le capitaine Plâtrier est arrivé 
A une équation analogue à celle de M. Esclangon. Il remarque que 
si ©(x) peut être mis sous la forme o(x') =  o-|-6x, l’équation différen
tielle de l’hodographe prend la forme d’une équation de Lagrange

qu’on sait intégrer en posant I I — i =  q.
L'équation générale de l’hodographe est d’ailleurs l'équation générale 

d’Abel, dont on connaît une solution particulière.

235. Temps. — Soit t '„ =  ^  =  -- — •

i° Si l’on prend donc comme variable l’équation qui
• . . .  ■*■11 

donnera Tÿ sera identique A l'équation qui donne t.
a" La forme directe de l’équation différentielle du temps s’obtiendra

en partant de l’équation de M. Appcll, car on a

d’où, en différcnlianl,
« 8

v 9

* — ----

Portant ces deux valeurs dans l’équation (a) du n® 232, nous aurons 
l’équation cherchée, qui relie le temps et la vitesse v  par une équation 
différentielle du second ordre

(3) 8*,. ...v s  _ » p - t - » p < î i __' # + r ( ‘" P  *)*» 8 — z — a= °.

Elle se réduit au premier ordre en prenant pour variable l'v.
On a vu que, en prenant pour variable elle se réduit au type des 

équations d’Abel.
Jten ia rquc. — On obtiendra srv=  ^  par un procédé analogue.
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236. Ordonnée. —  Posant j{ ,=  on partira de l'équation du 

n° 233, 3°, qu’on écrira

qui, en introduisant la variable i =  devient

._  sy* , r
v*p vp

'd’où, en difiérentiant,

f 1 r « / . , i p-+-upf
* *  n p  <*p + 11 ? ) y * \  ~  = °*

On portera encore les valeurs de a el * dans l ’équation a) du n° 235, 
cl l’on aura la forme normale cherchée, qui relie l’ordonnée y  à la 
vitesse v par l'équation différentielle du second oidre

(4) f; ( p  -*)/«  +  i ! l + 7 " “ ' ) +  vï * ’*m f* “  °-

Cette équation, qui sc réduit au premier ordre en prenant pour 
■s ariable y'v, a été établie par le colonel Jacob.

Elîfe est encore du type d’Abel, mais avec un terme de plus que les 
équations du temps ou de l’hodographe.

Si l’on prend comme variable ^ =  y'vi l ’équation

deviendra
ÿ ’-o= + •  n/„*+ py „ +  q

Y'o-j- M-t-NY-+- PY*+ QY* =  o.

3° M. Ouivel a remarqué que l’équation (4) admet l’intégrale parti
culière gy'v— — v, d’où, en faisant le changement de fonction,

g ÿ v- — v +  ç,
on obtient l'équation

ï 3-!- ( ^ -  •+• o ) 3= o.

M e  est de même forme que l’équation (a) de M. Appel! et s’y  ramène 
par le changement de fonction

cF
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Remarques. — i° Si, dans l'équation on fait g — «, on trouve

d’où

co qui revient à

— I)/o =  °< 

y v _  ®F — F

’

logr»= !og(— Ç j •

Ija solution est donc, dans ce cas, y „ = — p» ce qui e&l bien l’équa
tion du mouvement rectiligne horizontal.

2" Si l’on fait c =  o (mouvement dans le vide), il vient

ce qui s’écrit
é'*/« +  Zvgieÿ*+  <’/« )+  »‘ =  o,

l.a solution est donc y'v ------ - comme cela doit être, puisque, dans
S

ce cas (2 0 ),
■ a*).

237. Forme normale de l’abscitae. — .Viusi qu’on le voit d’après 
l’expression en t et v (le xv {%r équation du n“ 233, •(°), qui renferme un 
radical, l’équation différentielle qui relie a? et o sera beaucoup plus com
pliquée que les deux précédentes. Pour l’établir même, il sera plus 
simple de faire le calcul directement plutôt que de passer par le calcul 
de t. et de

Posant x'0- i  '—t on aura comme première équation 

£"a/0(sint +  p) -+- v coat as o.

Sa dérivée, en remplaçant ^  par sa valeur, est (»' équation)

» ,* / ,  ffxv \ i •— V X q  CO S T -h  g X ÿ  1 p '-----JJ5P  COST I -H X v  CO«ï ■+■ - —  l i m  aa O.

La troisième équation est
sin*':-H  cos*1: sa i .

Pour l’élimiâtaiioin, on écrira les trois équations sous la forme
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suivante ;
v co&v-t-g-ÆÿSinz - f -a fy p  =  o ,

/ ua£\ t ë*b . , ,/ x— ~ ~ ~ H----r  Jcosx H— ~ s im ; -ha?üp =  °?

cos*  ̂H- sia*': — i =  o.

Or, le résultat de l'élimination de a et $ entre
■

Aa •+■ B =  M, aa-H 6 p =  m, a*4 -^ * = i  
est

( 6 M - B m ) * + ( a M - A » i ) * s 3 ( A ô - a B ) !.

On aura donc ainsi, dans le cas actuel,

. #•«? / «A* (g**'* «̂ o «p'Y- 1 f ****>* , #.- 5 Y

Telle est l’équation cherchée qui relie æ et v. Elle se réduit encore au 
premier ordre en prenant x'v pour variable.

Elle est du second degré en a?«. Elle n’est pas inductible ù une équa
tion d’Abel. Cependant si, avec le lieutenant-colonel Mata, on prend 
comme variable

s = logtaog£

on obtient encore une équation dn type d’Abel : t

, *(,== — P«*+Qi*.

Remarque. — On’peut, pour c ~ o  et g  =  o, faire la même vérifica
tion que dans les exemples précédents : 

i# Pour c — o, il reste
£*»{?-+■«»«£ s=0, '

qui est vérifiée par l’équation

(19) ^t^tang«± v̂ v*— ;

a® Pour g ~ o ,  on a

ce qui donne la formule

. /v  F’ \  , var„4- f - y — I ) jR0se 0,

V -  v
* — * r .

Résumé. — D’après les développements qui,viennent d’êtré donné*,
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dans le présent paragraphe, on peut réduire toutes les équations difté- 
rentidles de la Balistique, pour chacun des éléments considérés, à la 
forme

P, Q, R, S étant des fonctions de v, et du coefficient balistique. Quand 
S est nul (tous les éléments, excepté j -;, on peut réduire, par un chan
gement de \ariable, à la forme

cK  A
dy. ~ J  *"1’

Entre deux limites données de v ou de x, soit A w la valeur moyenne 
de la fonction A. On pourra intégrer approximativement cette équation 
sous la forme

À — Ç — À log( A — Ç i =  x const.

II. -  CAS D’INTÉGRATION DES ÉQUATIONS DE LA BALISTIQUE.

238. Le problème balistique au point de vue analytique. — L’intégra
tion de l’hodographe ou d’une des autres équations différentielles à deux 
variables, dont l’une est. la vitesse ?>, ne peut réellement intéresser les 
balisticicns que si la fonction V\v ) qui y figure, ou bien est laissée arbi
traire de manière à s’accorder, dans Lotis les cas, avec la loi expérimen
tale de la résistance de l’air, ou bien, tout au moins, est remplacée par 
une autre fonction capable de représenter, plus ou moins bien, sur une 
plus ou moins grande étendue, celte mémo fonction expérimentale F(o), 
Si cel objet précis est négligé, on passe du domaine de la Balistique 
à celui do la pure Analyse.

« Pour que les équations du' mouvement d’un projectile dans un 
milieu résistant se ramènent aux quadratures, la résistance étant sup
posée directement contraire à la vitesse, et fonction de la seule vitesse, 
il faut intégrer l'équation de l’hodographe

(i) do «s —r~(p -+■ sînx) rfx.
'  J COS*C r

cF
» D’Alcmbert chercha des formes de la fonction p =  —  permettant 

cetfe intégration, et il en trouva quatre :

p «èo-f-ftlogo,
P +  p sa è0(logoJ*4-RÏ°gv 4- é,

1S  G H A & B O t â f l B * .  t à v n  U  * *
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avec deux ou trois constantes chacune, car dans les dernières formules 
les quantités ( bn, R, n) et ( 6 «, 6 , R) sont respectivement liées par 
une équation. » Avant d’Alembert, on ne connaissait que le seul cas 
de cF = b nvn̂  résolu par Jean Bernoulli. D’Alembcrl, après avoii 
indiqué ces cas, ajoute : « Je ne prétends pas, au reste, qu il n y ait que 
ces seuls cas où la trajectoire soit constructible; mais je laisse a ceux 
qui aiment ccs sortes de calculs à pousser plus loin leu in recherches 
là-dessus. »

« L ’appel est resté sans réponse, que je sache. Le problème do 
d'Alembcrl ne manque pas d’intérêt, même au point de \uc pratique. Si 
Ton connaissait bon nombre de fonctions çr contenant plusieurs cons
tantes arbitraires et permettant l ’intégration de l’hodographc, on pour
rait espérer d’y trouver une fonction p s’accordant a\ec la résistance 
donnée par l’expérience. La fonction ( par exemple, qui
rentre dans le cas de d’Àleniberl, représente une loi de la résistance, de 
l’air, signalée récemment par M. Ic commandant Chape). Mais la loi de 
Chapel ne vaut que pour les hauLcs \ilcsacs. Le problème de d’AIembert, 
d’ailleurs, foil abstraction des conditions pratiques cl, comme problème 
d’Analysc, il pourrait bien appeler l’attention des géomètres. »

(Siacci. )
Siacci {1 9 0 1) a donné d’assez nombreux exemples de* cas d’intégra

tion. Après lui, M. Ouivet ( ipi3) a apporté une contribution intéres
sante au même problème; mais c’esl M. Dracli ^191 j ) qui, répondant 
complètement à l’appel de Siacci, a donné la solution générale de la 
question posée en faisanL connaître tous les cas réductibles aux quadra
tures.

Sans entrer dans tout le détail des calculs, il importe au balisticion de 
connaître Tétai actuel où l’Analyse a amené la solution du problème 
balistique et il y  a lieu, par suite, d’exposer, dans leurs grandes lignes, 
les travaux successifs des savants qui ont traité de ce problème.

239. Formes intégrables de, d’AIembert. —  A. On connaissait, 
depuis 1 7 1 9 , grâce à J. Bernôulli, l’intégration de l ’Jiodographc pour une 
résistance monome, auquel cas l ’équation de cet hodograplic.sc met sous 
la forme

du bnvn̂  „ 
d'z ~

cl s’écrit identiquement
g du _ di 
bn u» ~  co* h «t *
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ce qui b'inlègre { 17J ) sous la forme

4f r  dx 
—,— z •+" / — rrr~ =  cuiist.nbnun J0 costl+lx

B. D'Alembcrt a d’abord généralisé le cas précédent en prenant 
c V[ r ) -.= b{) ~h bn e", de sorte que l'équation de l'hodographc devient

du __ bK) r 4 - b r ,|+1 
dz -

Ou développe le premier membre et Ton divise par r"+l ; il vient 

# costr-^+u r/e — (6oH-& ‘div:
Mb

Prenant comme variable ul =  -i- > on écrira

/Tcost r/»x  ̂ y x .
—Tl— TF b<s -f- ̂  bni t) jj. -f- ~  o,

et» qui donne une équation diirércntielle linéaire du premier ordre que 
l’on sait intégrer

Le même procédé permettra d'intégrer le cas de

r V(r) r= -r* b loge.

ün traitera en détail, au Livre V, de ecs cas d'intégration et de la 
solution complète du problème balistique qu'ils permet lent d’obtenir.

C. Apres ces exemples simples, d'Alomherl prend l'équation de 
Phodograplie sous la forme développée

et pose

On aura ainsi

p i» th sa c o s t  dv —  a sin * dx,

sim? as 0, cPoù dx :
dV

COS T

p o dû =3 dn *— 0*dv — 0 dvO.

i° Soit une première forme

P -  V>+ „  h .  4- A , H- A, H.
p  g  » »

Posons :

(l) • t> =  rtj-h Ç,

où !* est uno nouvelle variable; a,, a^p  sont des constantes. L'équation
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de l'hodograplie se nietlra sous la forme

4 -  f t À j a i t f i O / ' - t -  A j a r J O 9^

- - a i  À i  H- a 2  A 1 0/* —  p a 2  û/;-2

h - A o 4 - a i Ô  ^ p a 2  0 / ,+ 1

4 - ct20p+i

Les fonctions $0|1(S conlienncnt 0 el les constantes À et a. L'expres
sion développée du second membre s'écrit

( i  —  —  A o  J 2 —  (  A i  •+■ 2 À g « i h -  % A g  # g  0/* 4 -  0 ) ^ .

d\
=  <ï>2(0)g*-4-<I>i(O )$ -4- <ï>o(0)^7gfc

Profitons de rindélermination des constantes a a et /> pour annuler 
le premier membre identiquement. Faisons, en particulier, /?=— i. On 
aura les trois équations

 ̂ S.%<t\4” A j 4 - A q— ^ 2==o,

(3) \ 2A2ai<724- a± Ai 4- « i=  o, d’où
( &2.{ Ag^g4- *i) — o,

ĝ = —

«i = —

A/
2 A j
3 A 2

— A | =  A o A 2 4 -2.

Gomme on n’a plus [p =  0  que deux arbitraires a{ clov, ces trois équa
tions ne peuvent être satisfaites simultanément qnc si uni4 relation existe 
entre les coefficients A 0, Àj cl A3 Vie la loi de résistance, relation qui 
s’obtient en éliminant o x cl ûr3 entre les trois équations,* et qui 
est 2 AJ -=À0A 3+  2 .

Supposons cette relation vérifiée : le premier membre de l'équation 
différentielle étant nul, le second représente une équation do Bernoulli 
qui fera connaître Ç en fonction de 0.

Portant tdans v les valeurs de a ,,  a 2et de £, on déterminera la cons
tante d’inLégration d’après les conditions initiales.

Effeptuons ce calcul. On aura, en faisant/? =  i et remplaçant 0 par sa 
valeur :

cost^  — Ag£2 — [Ai4- îAgaiH- (aÀgûfâ4-1) sim:]£ *s o 
ou

Lost  ~  —  Ag£*4- 4 - 3 sinT^ g ss o.

Posant à ~  l> il viendra, en divisant par l ’équation différentielle
linéaire #

— ( 4̂  4- 3 sinx') — — h -Al  ®s o, d c \ 3 )  cost cos-ïï *
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dont l’intégrale, en posant =  p, est

r _ £ - î _ * !L ./urs'(t+o J
ou, en remplaçant i  par sa valeur,

3 Ajü -hGsiiiT-1- aAi

Lu constante se déterminera en faisant v =  x et v =  V„. 
On transformera celle équation en prenanl pour variable

d’où l’on déduit
aï . ç*— I . *<t'

c o s t L > s u it  =  — 9 (h  =  ------Çi-hi1 I-H ïi

LYqualion devient

______ !______ ^ s w d H - ^ r K -  r , _ f c s ___ i .
3 A*u-hGsinv +  aA| * ; L J t f l , ( , +  5, lj J

i>*“>

“  L J ' - ' l S + l )  .

On pourra faire l’application de cette formule aux cas simples 
suivants :

Ai =  o, d’où Ao Aj = — % et fi = o;
Ai»=!=S, d'où A0 = o eL (Assihi;
Ai = y, d’où A0 Aj=s i0 et j t -  î;
Al sa I î, d’où AoAjess 4 8 - et j.

On intégrera aussi quand 3 — fJL „ ---- - est un nombre entier positif,

d’o ù ji —  .'i- 2/n (m entier) ; cette formule donue,i pour p, la série des
nombres impairs négatifs. On a, dans ce cas :

At s=3 — Gwi; d’où A0At= Sm(m — i) et j* = r — a»*.

a'1 D ’Alemberl généralise au cas de p sa —  -+- A ( 4 - A» »"*, en rcmar- 

quanl qu’on écrira l’équation différentielle

A*-+- AjV^-t- om~l dv — do — i»®0 «M,
*

et, prenant pour variable »>t — t'm, on aura' A04-,Alvl+  AjWÏsamdri—mOJdü!—aiOdO,
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qui Cal précisément de môme forme que la précédente et se résoudra par 
le même procédé.

3°Enlin, il prend p =  À 0 (logi*»)3 +  A , log v-\-Aj, puis pose logr =  :

on aura donc, puisque — = d v 2*

A0 *' J - h  A i v 2 - h  As =  d r a  —  0* d u *  —  0 d O ,

ce qui est encore une équation qu’on peut traiter par les mômes trans
formations et les mômes raisonnements.

Remarque. —  Si Ton fait p =  o, dans les équations (a), on trouvera 
un autre cas d’intégrabililé. On a

j AjGs} -+• À j [ -+• Ao-H 2 ■ +* Aj ĵ-+- Â oJ = o,
| Oj -J- “  O.

la  première équation est une identité, si Ai0= o .  Donc, la loi de 
résistance est p =  A ,-J-À 2r, généralisable (a0) en p =■  A s j>wj 
c’est la loi binôme de d’Àlembert.

240. Première forme de Siacci. —  Nous prenons la rési$tnnc<' sous la 
forme

(*) p as An /« M -t-  U1-!- O(m -hv*),

avec A, B et m constantes. Nous développerons ici les calculs qui r.on 
duisent & quelques intéressantes conclusions. 

i° Posons

et, par suite,

i»i -t- n* — v*z*, d’où 11»= -- ‘*m«*— i

dv
V

x ds
ï«— i '

La fonction de résistance s’écrit :

P -  5 i ~ T [ a A ;! ■+■ B C * * +  01-
a

Kn substituant dans l’équation de l’hodographe (i), il viendra

( 3) s cosx ds -h [ î i i » ï  +  (B m  - t - s in t )**•+• B /n — s in t]

Posons maintenant c =  $(Bm — sinv).
Bn élevanl au carré et différentiant, on aura

z iis =  B m  — sin-e)*tfjj — Ç»(B/« — s in t)  cosv
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Le multiplicateur de drz dans ( de\iendra

j B/n — sin?)[ >À//?5-+-(Bs m*— sin*?)P-+-i]

et, par suite, l'équation (3) prend la forme

(l>/« — sinx)cos'c J d* h- f( B* m.*— i)52-4- -m ] dz = o,

u%

487

et enfin 

U)
fh

=  0 .(B 2/**1 — i)£2-t- •A-V/nJ 1 ( B m  — sin? )co&̂

équation où les variables sont séparées.

20 L'intégration se fait par les fonctions élémentaires. — Soient 
at et aa les deux racines de l'équation du second degré :

c'est-à-dire
( B2 m' — 1 )Ç* -+- 2 \ m J -+-1 = o,«! ) __ V m zh / (A 2 — B2 ) m8 -+• 1 b 

a2 | 1 — IJJ /w* *
nous aurons

tdi (1 — B1/»*) chou (S — tfi) (5 — # t )  ( B //i— iin t ) cos?

— 1—:----L— ■ « (//! — — (B/u — suit) cos?i — «i £ - « 3  

En intégrant, il viendra

+• con*t.

|>our trouver l’intégrale qui figure dans le second membre, posons 
»

sinT  =  0; '
nous aurons

c h  __ ________  d Q  1

(Bm — Mil?)00st " (Bm — 0;( 1 — 0̂ )
d0 rfO dû

88 *(T jï^ ij(i-0 ) *  Î>(Bm+ 1  )( 1-4-0) ■ *" (I- S*m*)( Bm-Ti)?

m ( Bm — feint) cos? 5 (Bwi—0)*d’où
fi

log

1 — 0» / I — 6\»'«
,1 +  0/
Bm. 1 — *m*c

i, „  1 — 0*
“ ï  g (Bm — 0) J \ i+ 0/

COS T
B/u-^sin? T Iog7 -hsm?
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Substituant dans (5), passant des logarithmes aux nombres cl repré
sentant par K  une constante arbitraire, il viendra

[ JîW T ,/,-flf,
c o s -  / 1 — s i n c \  ’

B«i — sinx \  i ■+■ s in r/ J

La constante K  se détermine au moyen des valeurs initiales de J et 
de t.

Le problème est donc résolu : l’hodographe est intégré.

Remarque. —  Lorsque (Aa — Ba)ma-f-1  est négatif, les racines a i 
et a s sont imaginaires. Dans ce cas, posant par abréviation

l ’intégrale (4 ) est
(A*— +  — AJ,

O +  a A n iÇ  +  i] — 4 ^ ^ a rc  t a n g -̂ ^

— Ç f 1 —
~  J  (But — sniT^cos';

■ I)-!- Am
[A

■ c o n s t.

3® Cas particulier. — Examinons avec quelque détail le cas 
de fi =  o avec m positif. On u alorsP sa Va / i w +  p1.

La résistance est nulle avec lu vitesse; elle croit cl tend vers l'infini 
en même temps que celle-ci, cl vers une résistance quadratique ; ces 
hypothèses s’accordent assez bien avec l’allure réelle de la fonction expé
rimentale F (r).

Les racines a ( et sont toujours réelles et se réduisent à

«i =  'Am -t- /7+Â*m*, Uj =  A m — / r +  A* #«*.
On a donc

L’équation (6 ) devient
a t O j s a  —  I ,

(7) (£-«!)*■  
(Ç — K(— t'OU)"*-*/.

De cette équation, on tire immédiatement tangv en fonction do 5, cl 
comme on a

„*= -2HL m
z*— i Ç*sin*x— i

il viendra, pour l’équation de l’hodographe,V 3 COS* T ____ im____
(S* — 0 tang*<e-.i *
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Donc, Fabscisse, Fordonnée et le lemps qui sont donnés par

(g t  =  — Ç  (y cost) d  tangi, g  y  =  — C  (rcosO;stang*:rfiangT,

g x  — — I  ( ü c o s ? )* r f la n g ?
«̂et «

pourront s'exprimer en fonction de la variable auxiliaire 2j, puisque 
long? el v cos? sont connus en fonction de cette variable.

Observant que Ç = ---- on peut mettre l’équation ( - )  sous la

forme

( ■ ^ - a' ian̂ Y '
“  K.

En déterminant la constante K'pour correspondre à l’angle asympto
tique 0 pour v =  » , c’est-à-dire 5 =  1 , on aura

En remarquant que </, / j=  -  1 , il tiendra

[z  •+■ f l is in 'c 1 ,q g 13 — sin ?  [~ i - 4 - g t sn>W l" i  «1 — sin Q
COb? J C IIS ?  [ CO*0  J COStt *<«)

avec

4° Sur la riiesse minimum. —  La vitesse terminale V' s’obtiendra 

en faisant =• 1 . Donc

d’où l’on peut déduire 

et

1 =  A V '/u r n V '» ,

- a  t

T '

Quand la trajectoire a un sommet, la résistance ~  — Ary/a/n +  r* 

admet une vitesse minimum, quelle que soit la vitesse initiale, 

puisque croît avec t? (177).
Si la trajectoire n’a pas de sommet, c’est-à-dire si l’angle asympto-
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tique 0  est négatif, on ne plus affirmer qu’il existe une vitesse minimum 

puisque ^  diminue quand v croît (179). On reconnaît, comme on mil, 

que le projectile passe par une vitesse minimum s’il passe, à distance 
finie, par une vitesse égale à la vitesse terminale Y ' (181 ).

Posons 0  = — B' et x =  —  x'. La valeur de s qui correspond à Y' est 
égale à at. L ’équation (8 ) devient

-  “ H  h  ^ +tangv]

= f e b - “ itans8'] f ^ +lang'8' ] ,<-

Le second membre sera positif ou négatif suivant le signe du premier 

facteur, c’est-àMlire positif, si sin0  <  négatif si sin0 ' >  ^  •

Dans le premier cas, l’équation (9 ) admet pour t' une racine comprise 
entre 0 ' et puisqu’en substituant ces deux valeurs le premier membre 

devient une fois plus grand et une fois plus petit que le second.

Donc, qùand sin0 '< ( / i  •+• A*/«-— Am , le projectile passe & distance 
finie par une vitesse égale & Y ' et il existe une vitesse minimum.

Dans le second cas, la substitution ne fait pas changer les signes du 
premier membre : il n’existe pas de vitesse minimum; la vitesse du pro
jectile diminue sans cesse jusqu’à la vitesse terminale \".

5° Cas particulier. —  Examinons l’hypothèse particulière de
/

sin 0' = — =i/i+- A* m * — A nu
«i .

Alors le second membre de (7 ) est nul et l’on a

s — «iSÎn^sso ou * rtjsin^'ss ■ +■  ï ;

d’où V
V*______ l

a ni ~~ s in * - '—  1 *

On voit que, quand V croît de 0 ' à j  > la vitesse diminue constamment 
de 00 à V'.

On a, en supposant l ’axe des y  dirigé Vers le bas,
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L’intégrât ion de ces équations donnera

j? t
-  =  1 I o g [ s / a j  —  i ta n g 'r '- t -  / ( « f  — i) ta i ig 2*:'— iJ  -+-

I s/̂ m — i
J fi.r  _ i j n „  y /^ î  i t a n g ? '—  i 

“  /af — i 0 /«î — ‘ lan8'i:'-+-1
i

491

COIlbî

■ c o n s t.

£21
n i a ] - i I o g [ ( « f  — i)  t a n g V — i] - f - c o n s t.

En éliminant tang '̂ entre les deux dernières, on a iequation de la 
trajectoire :

e  - h  =  K ! e u v -4- K 2 c - ftu\

où K , et k a sont des constantes arbitraires, et où

2/n

,b  = *> «I

•a /«
<rcote' _

2 » l  COS B'

J  =  —  C O l* e '=V 2 sin

V'v/i

Si Ton prend pour origine un point do la trajectoire ou T '= a„ les 
constantes k , cl K a sont déterminées par les relations

d'où

Ki-f- K2=  i , K i - K ,s tanga # 
îangtP’

Kt
t a n g a  *] 
t a n g B 'J  ’ K. Lr. +  iSSSfLl

•> L t a n g e 'J

et lu vitesse à l’origine sera
y» — a/» ....

0 «îsin*a — i

Lu trajectoire a deux asymptotes, l’une verticale, l’autre oblique. La 
distance de l’origine à l’asymptote verticale est <

X — tangB'log t a n g a —  ta n g f t ' 
t a n g a  — ta n g B '

cl l'équation de l’asymptote oblique est

y *  t#n*e' -  ^ p ta< e' los (< -+- S 5 J J )  •

Si, enfin, on prend pour origine le point do rencontre des deux 
asymptotes, pour axe' des Y  l’asymptote verticale, et pour axe des X 
l’asymptote oblique dirigée vers le haut, l’équation de la trajectoire

i
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prend la forme très. simple
g—^  -f- g—2 VtfX ™ |

241. Les autres formes intégrables de Siacci. - - "Nous donnons 
ci-dessous le résumé analytique, d’après Siacci lui-nième, des autres cas 

qu’il qualifie d’ultra-théoriques') pour lesquels ce savant halislicicn esl 
parvenu à ramener aux quadratures l’équation différentielle de l’hodo-8raphe‘ F

On pose, pour la simplicité de l ’écriture, p =  — -— > de sorte que

l'équation différentielle de l ’hodographc s’écrit sous la forme 

(i) cos^dv =5 r(p = sinT) th.

La méthode générale consiste à multiplier (i) par un fadeur intégrant 
qui donne à cette équation des formes variées et tel que, de la condition 
d’intégrabilité, on puisse déduire une équation différentielle entre v cl p 
facilement intégrable.

Désignant par
U rfu  +  U* ch =  o,

ce que devient (ij quand elle est multipliée par une fond ion do r et 
<le pour que ce multiplicateur soit un facteur intégrant, il est néces
saire et suffisant qu’on ait

dU_  jJMT_ 
ci~ (tv

Deuxième forme. — Soit

dv  — (( v si»  t

Multiplions (i) par (u co st)""^ , a, ô, n étant des ronManles.
On trouve que le multiplicateur jx est un facteur intégrant si p vérifie 

l ’équation
dit»'-*) +  aui_„(p*_ ,)

Si l’on fait a  =  o, on a de suite les deux premières formules do 
d ’Alembert

F.{v) Œ Bo +  B«W* OU F(v) aa B»+ B logll

suivant que n ̂  i ou n =  i .
Dans le cas général, en posant

n sa - ,
9

W!av t=. — ,
n

p e a  y  f i - 9
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l'équation de condition devient

(?  ) -î- j  t/.27-2 +  bqjrf-1.

un peu plus générale que L'équation ordinaire de Riccati. (ou b =  o ) ef 
qu'on sait intégrer au moyen des fonctions algébriques et exponentielles 

lorsque» q -  .0  ou lorsque -est un nombre impair positif ou négatif.
Mais on peut aussi intégrer (2 ) au moyen des memes tondions 

lorsque, h et A étant deux nombres entierb et positif» (zéro compris), 
on a

/>«/* = k e t I = n — d= (1 +  // -1-&)•

Posons, comme définition d’une fonction s des trois lettres A, /r, r :

(2av)i
J m J  ( A  - h  k  )  ( h  - h  A  —  1 ) . . .  t  h  -+- k  —  t +  1)t~ 1

La fonction ç doit, en outre, remplir les conditions suivantes :

i° Pour A ± o et pour h 4- /» ~ o , 011 doit avoir 0 =  1; 
a0 Si (A +/■ ) est entier et positif, h doit être entier et positif : dans 

ce cas le développement de ç s’arrête au terme où i --  h.

Geei posé, l’intégrale de (2 ) b’oblient en dérivant logarithmiquement 
par rapport à r fune ou l'autre des équations suivantes :

(U e fo** = eui,o(h. /.,— v) +  Qe-»o<i(h, L,v),

avec
b = h — k et n — i •+- h -f- k ,

(II) ( h v - , l  ) c"J ̂  U eav« ( h, k, ■— v) 4- Qe-atfy(h, k, r),

avec
b ~ h — k et n -s — 1 — A — X ;

G représente une constante arbitraire.
Si h et A' sont entiers ot positifs, les fonctions <p sont des p&lynonics 

finis. Si b et n ne sont pas compatibles avec h et k entiers et positifs 
(zéro compris), on aura des séries convergentes, quel que soit w, en 
prenant (Ilj lorsque n est positif et en prenant (I) lorsque n est négatif.

De ccttc manière (A -H k) est toujours négatif et le dénominateur de f  
ne s’annule jamais.
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Troisième form e. — Ou peut avoir d’autres cas ffinlégrabililé <*n 
donnant (Vautres formes au facteur intégrant.

Si Von multiplie  ̂i > par

M  — [ ^ < t  +  s i n T ) H -  \Ji ( -  s i n T j J w ^
~~ u eosTti-r s m — s»im:)P

où a, m sont des constantes eL A el p des fonctions inconnues <le t\ on 
trouve (pie M est un facteur intégrant de (V) si X, p el p vérifient les 
équations suivantes :

v d \ ( p 4 - 1 )X'« J =  a JïX»* d v  ; v d [ (  p — n =  2 7 rf./ ,
7»—a-i-3

X —  JJ. =  / <1 .

A est une constante.
Les deux intégrations s’effectuent sans diflicullé : 

i 0 Lorsque a ~  J3 ~  o ;
2° Lorstpic m —  i, et qu’on annule la constante de la première inté

gration;
o° Lorsque 3 --= o et ni ~= a;
4° Lorsque a =  o et m =  — [3.

A  ces quatre cas correspondent quatre formules donnant des expres
sions de p rendant intégrable Vhodographe. Ce sont :

(III) v s= a(p -h r)H- b (p —  ï)';
(IV) qv = (p -h i -h 2<()rtCp — i — 2Ô/;[(  ̂-i- i  H- a;p -h « Æ j;

(V) Kr[n- a(p — i);,J = cl, avec

(VI) Hi>[i -h 6 (p >4 - i)'*'] =  c,n, a\ec

a7 b7 ÿ, K, II, i, r} rf sont des constantes liées ou non avec les arbi
traires a, j î ,  m et À\

».

Quatrième forme. Si Von donne au facteur inlégrant Tune ou 
Vautre des formes suivantes :

* . i  1
(m\^r /Ua îtiT -fr- jw3sin*T)- i / nij h- s?nt \ r .

ucost; ’ acosi;\ i-w/taSinT / ’

/m$ étant des lonctions inconnues de o, on trouve des équations 
différentielles qui s’intégrent facilement, ün  détermine» de celle

\ = i- /•— -'i
2 J  H- « [ f

• À .  r I

<{? . . . . .  
a — i /  ’
(h

2 f / i , é( p -î-1 )'' ’
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manière ni * m 3 et m 3 el l’on obtient pour p les équations suivantes :

(VIF)

(VIII)

( p -+-112 I ? — i )s
=  I ' 2 ~J - h  K .

loi* f n  dp =  -  f -------- ----------------- 1  Ç -
J  \ /  I +  f / I O - i ) '  > J  I

th
■ 6 ( p — i) K'.

La dernière tornuile donne r en fonction de p avec un nombre fini de 
termes lorsque r  est rationnel : elle contient quatre constantes arbi
traires, comme {1 ) cL (II ). Elle contient aussi, comme eas particuliers, 
les formules ( \ I ) et ( \ Il ).

C in qu ièm e fo r m e . — On peut avoir encore un eas d'iulégrabililé 
do ) en prenant comme facteur intégrant r cos7 )" 1 avec

p = — j *prfv — sinxj — iti1 I v̂ p1 — \)dv.

La fonction p s obtient au moyen crune équ ition du second ordre :

;{? 
du

. , ^ 2 ( p 2  ---  j ) ^  j  p dü  -ï-  p l^j ,

qu'on intègre facilement, en posant j  p dn

i h- K a**1*-'* 
? ~ i -  Iw/weâ

sous la forme

S ix iè m e  fo rm e. On muliiplic rhodographe par

( i  —  s i u ' r ) ”’ 3t( i  »- b i n T ) ? ( 7  h -

et Ton soumcL ce multiplicateur à la condition d'ètre un facteur intégrant 
du l’hodographc; -a el fi sont des consLantes quelconques, mais dif
férentes, clj'cal une fonction de r. On obtienL ainsi deux équations dif
férentielles entre p, r el y ,  lesquelles intégrées donnent

0 sa I H * ( r  i- i )P ï)«
ï

K — i )
• rp d\
i) = eJP=ri.

L ’climinaliùu de y  donnerait p en fonction de v, avec quatre cons
tantes arbitraires *, p, y  cl K. Mais celte élimination n’est pas néces
saire, il convient au contraire, pour l'intégration de l’hodographc, 
d’exprimer p et v'en fonction dey.
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Remarque. — Quelques au 1res formes ont été encore étudiées par 
Siacci, au Mémoire duquel on devra se reporter pour le développement 
des calculs el les cas particuliers qu'ils comportent.

212. Cas d’intégration de M. Ouivet. — Nous citerons presque tex- 
lucllemciiL la Note de M. Ouivet.

i° L’intégration du problème balistique peut être poursuivie sur 
l'équation de M. Appell (233, \") :

-**<aF-f-i>F')
S

o.

À titre d'exemple, voici quelques cas nouveaux :
. * c L**

a. Cette équation est intégrable, les variables sont séparées si —  - - p
O

vérifie l'équation
a p - t - e p ' =  —  p 2 ) (A  5=  c ü i i s i ) ,  

dont l’intégrale générale est

c!i A ( d — ( a = const), ̂ Av &hA(v— a)

ch et sh sont les cosinus et sinus hyperboliques.
b. L’équation différentielle est encore intégrable si elle admet une 

intégrale proportionnelle au rapport des coefficients des termes on *3 

et*1.

La substitution » == m j ? sépare les variables.
Posons

P =  ?*•

On obtient pour déterminer y l’équation

' i)
+  m { m  4 - 1) ( » ? ' + 9 )  +  k  rn o.

/

Prenons /»• =  o et m = — i  et effectuons la substitution v 
¥ — y e* J prenant, de plus, y '— $ comme variable on obtient

dy _ £ f Ç > 
rfÇ Ç*-4 ’

qui est une équation linéaire. 
On a alors

p - y  +  t et

On obtient donc p et v %n fonction d’un paramètre.
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2° Prenons maintenant l'équation entre w et v (2 3o):

dw __ «p p -h v 
du ~~ (p -f- vp

Cette équation admet d'abord les deux solutions (v =  rc r, quelle que 
soit la résistance p ; elles correspondent aux mouvements vertical ascen
dant ou descendant.

L ’équation ci-dessus admet pour intégrale générale 

(«» — ^ ((p  -{-tj)?(tp — js)Y== consi, 

où a, (3, y sont des constantes et z la fonction

si p véritie l ’équation

, ( * +  M -  y )?- -  (« —  P)? —  y
a  —  p  —  (  a  -+- p  j p  J

( a +  M - , ? -  ( ,  -  ? ) ,  7 Jj. v L*.+ 2 ± y) ?' -  r .
r ‘ * ‘ * du a — [i — (a -h fJ)p

On peut trouver un certain nombre de cas d’intégration de cette 
équation qui conduisent ù des lois de résistance nouvelles.

Par exemple, pour a ~= [3 et 2 a 4 - y =  i - on trouve

p = ko Ÿ\/•(*-h A- u Ÿ ;

loi physiquement acceptable en donnant à y des valeurs négatives.
De même, pour a ~f~ [3 -f- y o, la fonction p est une fonction homo- 

graphique de la vilesse et d’une constante arbitraire.
Enfin, si l’un des trois nombres a, p, y est nul, on obtient une nou

velle loi de résistance par l’intégration d’une équation linéaire.
« Ces exemples sonl basés sur la connaissance d’intégrales particu

lières de l’équation balistique : dans un Mémoire ultérieur, je montrerai 
tout le parti qu’on peut tirer de ces solutions particulières poui; l ’inté
gration de l’équation » (M. Ouivet).

243. Théorie générale de M. Drach. — Écrivant l’équation de l’hodo-
graphe

dv v f . , eF\ 
ch COST \ g J

cl posant
cV(v)—j r 1 «  suit «

on la met sous la forme

(x)
d\i i — p* 
!îu p)P, CUAftBOïWrtRR. TQWItf j.
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C’est sous cette forme que M. Drach détermine toutes les formes de la 
résistance F (v) rendant intégrable, par quadratures, l’équation de l ’hodo- 
graphe.

M. Denjoy, professeur à la Faculté des Sciences de Montpellier, 
mobilisé à la Commission de Gâvre, a bien \oulu rédiger spécialement 
pour le présent Traité une Note sommaire indiquant les principes de 
cette solution qu’il a d’ailleurs, par ses travaux personnels, notablement 
perfectionnée en plusieurs points importants. C'est cette Note que norts 
reproduisons ici.

« Tous les principes suffisant à établir la théorie ont été publiés par 
M. Drach, dans une Note des Comptes rendus de VAcadémie des 
Sciences (mars 1 9 1 4 )- Le 5 mars 1 9 1 7 , M. Drach à communiqué, au 
même corps savant, une étude très développée du même problème. Un 
exemplaire de ce Mémoire a été mis a la disposition du rédacteur du 
présent résumé.

)> Principe de la solution. —  Nous désignerons par À r ) ou abré
viativement par A  (p.) le second membre de (1). Considérous l’équation 
aux dérivées partielles, corrélative de (1 ) :

(a) dz
du r) Cz

0[J o.

» Si l'intégrale générale <lc (t) CM connue et mise sous» ta 
forme ôfpt, v) =  consi., 8 mis à la place de s vérifie T&junlion (»); 
et réciproquement, si î(p , v) est une solution particulière de (a) ( dont 
l’intégrale générale est alors tj/(î)> étant une fonction arbitraire), et, 
si, dans cette fonction v), on remplace p par l’une quelconque des 
intégrales de (i), a prend une valeur constante (finie ou infinie i, c’est- 
à-dire indépendante de e.

'  » Posons :
K (v entier),

J = jjfii
di

à , ài l é . . .  
dit °®c>p ”  v dft

» La considération des fonctions K  ut J est fondamentale pour lu 
théorie de M. Drach. Écrivons d’abord les relations entre A d’uno pari, 
et i, K  ou J d’autre part. D ’après

à* ! «t



cvs d ’in t é g r a t io n  d e s  é q u a t io n s  d e  la  b a l is t iq u e . 4l)9

on trouve sans difficulté :

<'a)

O)

<i)

(b. . <)z

dv ou bu) à lojf z
~lhT

<Hog-
du = o:

é l o g k  dV . ^ lo ^ I v
— p ------h v —  4 - A  —Ov d p  â\x

dJ r)*\ OA àJ _ 
dn ' dp2 ‘ t)\tx * dp ~~

» Un premier résultat fondamental à cette théorie et connu depuis» 
une quinzaine d’années est le suivant :

» L a  condition nécessaire et suffisante p our que V équation  (i) soit 
in tég ra b le  p a r  quadratures est q u i l  existe  au moins une solution z 
de ( a) telle que z ou K, ou J soient rationnels en ;a ( c’est-à-dire ^oicnl 
quotients de deux polynômes en ja, P(p) et Q i' ja) ,  dont les coefficients 
dépendent évidemment de v ).

» Ceci posé,* selon que l’on égale *, K ou J à une fonclion rationnelle

en p, dont on met en évidence soit les pôles, soit la décomposition 
v

on éléments simples, on trouve pour  ̂ diverses formes se ramenanL au\ 
trois types (t) suivants :

i = Ax(c)i p — — a*)*-;

~ = A2(m) / (fx — . (;x — tfw)W»x4-Oii e):

c \%(o) / (|x —  ai)**.. A [J —  anfne^Wd[x 4- 0*i r).

» La vérification des formules est immédiate.
» Les(A{îiîï, 0, a/, <A()) sont indépendants de [a.
» On démontre que les a ; sont nécessairement des constantes. 

Pour [A0, on peut choisir indifféremment une fonclion quelconque de r. 
R ( ja) est une fonclion rationnelle de ja.

» Ou ne considère évidemment que des fonctions p(e) (équation 1) 
et des intégrales x(ja, r) réelles; A,03, |a0, Q12j sont jdonc x*écls. Mais 
les a  et les a peuvent être imaginaires. Ils sont alors respectivement 
deux à deux imaginaires conjugués. Dans ce cas, si

a 4*- bi =: er (cuso> 4 - i  sin 10 ),

on utilise la formule

( a  +■ bij*i*P(a — erx-P'w+m?,

k  étant un entier positif, négatif ou nui.
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» Donnons-nous simultanément : i° le type (I) auquel appartient 
a0 dans cc type, le nombre de facteurs (p — ct;)aaf, 3° pour le troisième 
type, le nombre des pôles de R(p) cl l’ordre de chacun d’eux en les 
supposant distincts ou non des a.

» A  ces données correspondra une forme générale de * contenant des 
coefficients A, a;, etc.,' que l’on considérera comme des fonctions indé
terminées de Selon le type de i, on substituera l ’expression de log:,

. 1/ A U g  ---- -

=  K , de — =  J5 dans les équations (a bis)> (3) ou (4)* On

aura, dans ces divers cas, à identifier à zéro des fractions rationnelles 
en |a, à coefficients indéterminés, fonctions de v. On écrira, par exemple, 
que la partie principale de ces fractions rationnelles estbornee en chacun 
de leurs pôles et nulle à l'infini. On trouvera ainsi des conditions (c) 
contenant les coefficients précédents cl leurs dérivées, et aussi p(r) et » 
explicitement. En résolvant ces conditions (c) (que nous n'écrivons pas), 
on trouvera la fonction p(v) cherchée et l ’expression de Ces condi
tions (c) sont en nombre égal à celui des fonctions inconnues 
CLi(v), etc., et les déterminent eny a dmctlant un certain nombre de cons
tantes arbitraires (égal à une uni Lé près, au nombre de ces fonctions).

» Le couronnement apporté par M. Drach à cette théorie ( C . li. 
Académie des Sciences, mars 1 9 1 4 ) a été de montrer que le système 
différentiel (c) s'intégre explicitement par des relations qu'on peut

écrire dés que Ton possède les expressions en [x et v de r et de —•

( r figurant en évidence ou par l'intermédiaire de fonctions à déterminer ).
»  Nous considérons ;  comme une fonction analytique de jjl,  envi

sagée comme variant dans le champ complexe; v est alors un paramètre 
réel, l̂ a fonction a étant une fonction quelconque de u, nous disons 
que pt. ~  a est un point régulier pour s, si, dans un cercle | p, —  a\ " r  
(quand a est fini), * est développable suivant les puissances positives

entières de ( jjl — a) ôu suivant les puissances entières non négatives

d e l ,  si a est infini). Les points m(v)  non réguliers, ou points sin

guliers de z, sont en évidence dans les trois expressions. A  distance 
finie, ce sont les a-, pour lesquels l’exposant à n'est pas un entier positif,

et les pôles finis de R^p) (un pôle étant un«point p — /n, où g  est régu

lier ci nul). Les singularités de * relativement à p sont, en général, des

fonctions de r, mais peuvent être constantes.
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» i  est en général une fonction non nniforme de p. D ’après une pro
priété fondamentale des fonctions analytiques, toutes les déterminations 
de z satisfont à l ’équation ( 2 ), donc sont fonctions de l ’une d’entre 
elles.

» Une remarque essentielle est que toute singularité y. =  m(») de c 
est une intégrale de (1). Car, ou bien r est infini en /7?, ou bien c y est 
indéterminé, ou bien  ̂ a une limite unique, mais n’est point uniforme 

au voisinage de m. Dans ces divers cas, les équations respectives - =  o,
- =  G ( quelle que soit la constante C), z{ — =  0 ( s i e t  sont deux 
déterminations de r s’échangeant autour de m ) admettent pour solu
tion p. =  ni) m ( v rendant constant une intégrale de (2  ), est une inté
grale de (1).

» On a donc, si m est variable, ^  4— —— » ou encore m =  1 ,
7 av vi « h -  p ) 7

m — — i ; ou enfin m =  ac, l ’équation ( 1) admettant l’intcgrale p =  20, 

en ce sens que l’équation en pi, =  -  admet l’intégrale p, =  0 .
» Les principes, nous fournissanl la solution complète du problème 

posé, sont les suivants :

» i° Si dans l’équation (i) on pose p =  4 ’ 01 que l’on se donne

=»tl)^ o,

on constate que r, v tend vers yi0u0 si s tend vers zéro. De là celle règle : 
Le terme prépondérant dans » (ou dans logz, ou dans toute fonction 
de s), pour les grandes valeurs de p, doit être une fonction de p»’ 
seulement, c’est-à-dire doit être invariable, si pet avarient séparément, 
leur produit restant constant.

» a0 Chacune des valeurs i, — i, oo de p, étant une intégrale de (i), 
devra ou bien être singulière pour z, ou bien donner à z(p, v) une 
valeur constante.

» En. particulier, si z est régulier à l’infini, il admettra pour les 

grandes valeurs de p un développement tel que C-+- ^  -+ --5
r  r*

C étant constant.
» 3* Tout zéro étant régulier p ~  b ( v ) d e — ̂rend z constant. Car, 

imnülant.par hypothèse^» il annule a u ssi~ » d’après l’équation (a). 

On a donc z (b, v) =  const.
» 4® p =  —  ? n’étant pas une solution de (1) (on excepte les cas 

banals p — ±  1), — p est un point régulier de et de sans annuler
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ïi la fois les deux fonctions. Donc, — p est un zéro sim ple et r é g u lie r

de t—
» 5° Si, ut se déplaçant autour d’un ou plusieurs points singuliers, 

cl revenant & son point de départ, r éprouve une substitution p z +  q , 
où p  et q sont indépendants de p , /; et q seront aussi indépendants de r, 
donc constants .

» À une rotation de p autour du point a a, correspond, dans les trois 
cas, une substitution du type précédent, avec p  — ( i  étant le 
nombre imaginaire habituel;. Donc, tous les exposants a* sont 
constants;  q est nul dans le premier cas, mais non point dans les deux 
autres.

» 6° Dan* le troisième type de si m est un pôle d'ordre r, fini ou
inlini de R (p ;, chacune des r  valeurs lim ites fin ie s  possibles de
quand p tend rectiligncmcnt vers /??, est constante.

» On montre, sans aucun calcul d’idenliiîcalion, que les six catégorie»
de conditions énumérées sont suffisantes pour qu’une fonction c de l ’un
des trois types posés donne un quotient — —  : ~  égal à ■■ —TZJf:— J 1 1  ̂ dv dp * vi (Jt p >
{ Denjoy, Com ptes rendus A c .  S c . } 1917).

» Nous allons appliquer les principes précédents à l’élude successive 
des trois types de,

» E x e m p le s  du prem ier typ e . — L’intégrale générale est

s ss — .({x — n7i)/,,l== const.,

les p f, . . . , / ; / ,  étant constants, les inconnues sont A^ les a  et p.
» Appliquons successivement les quatre premières conditions :
» i° A,(r  j Si

Pl "+~Px'Jr* '\-ptl = O,

on a 
\

/ ? i « i - K . 0, pnaf/tl 1 = o,
P i a ¥ - \ - . . . + p n a % s z  A 5̂ 0 ,

cl log i commence par m p."*
» Donc, A =  C étant une constante. D ’ailleurs, d’après

èlojr Pi
ù\i vr/ — a, ((* — a j)..,(n  — an)’

f \  [a ) étant un polynôme, m est au plus égal k n  —  2.
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*> 2Ü ;(oo, r) et aussi logzi'æ, v) sont indépendants de t>. On a, 
d’antre part,

z ( i ,  v ) =  vPi+  11 —  y»» =  C o

(— 4‘/’»zi'— 17 i’) =  w»i+ +/,«(i-t- A i — (i - f - )/’*. =  Cf0,

les valeurs nu lies eu infinies de C0 et G'0 signifiant que, respectivement, 
i et —  i sont parmi les a.

» 3° - 4 - . . . - H = 0
«l+p *i»4-p

» 4° Soit &a( ?îj, un zéro quelconque de P(p ). On a

v P i  + . . + / » « ( ô jE — / 7 i ) / i |  . . ( £ / , —  o r *  )/>» =  C a ,

les C étant constants.
» On vérifie que, dans tous les cas, il existe autant de relations que 

d’inconnues. Si P ( [ a ) possède son degré maximum n —  a, nous avons 
une solution comportant zn  constantes arbitraires (les C/ et les pn), 
ou z n — » constantes indépendantes (les rapports des p a intervenant 
seuls).

» Le cas particulier le plus remarquable, par la disparition des équa
tions du second cl du quatrième groupe, est celui où i et — i sont

parmi les cik cl où —  p est le seul zéro fini et régulier de —  •

» On a uIoi\n le système suivant d’équations, dont la première s’obtient 
en faisant [a o dans les deux expressions de <o(|a  ) :

v »  /  p i  p n  \
P — -tt a \ • • * a*\ ~z—t ■ • • H--- ;---1" Pn+\ — Pn-b* IJ^ \ «1 tin /
Pi H- pi 4- • • .-t'P/i "» / P / t - M ^  °j
/>! <7i -4 . . .  -4“ -4- /P/H 1 - h  — U,

1 -K . .4-p«u}}~ 1 H/ïji + i-H(— l)rt“' 1/P/i-fS =* 0,

/?!<*'/ H-.. .■+•/>»«/{ H -^ /i+ i+ f-O V a+ i55

«vcc l’inlégralc générale

( |a •+• «i )/'i. ..( |* -+  a a )/'*((* -+-1)/1» • ‘(ft — iJ/'.mss const.

» Faisant n ----- a dans ces dernières formules, nous trouvons le 
premier exemple de Siacci (240 ) :
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„ n ï — B ni, rj « fi — a
Pi — ̂  P i -  — ,3 , Pi — -----— (P—a), P k = ---- -— C = m JITÿ’

„  p p  y / i m  - 4 - 1>*
‘Ctx =  B / i l ------------------- > Ci 2 =  B G ---- - - - - - - - r r ------ Jau pv

a et P étant les racines de l’équation

(B*/nl— i 1w*+aAmw 4-1 =  o,

supposée douée de racines i) et distinctes [(Aa— B*)nia i1.
» Dans ces cas exceptionnels, le produit (a, —  a3){a\—  i)(a\— i ) 

est nul. On constate, en donnant à A, B, m des valeurs infiniment voi
sines des valeurs critiques, et en multipliant, s’il le faut, les p, cl C par 
un même facteur convenable, que le second facteur de ; est remplacé 

IL») _x, J J
par un autre tel que e*4-1, ou e(',+1, ou e*4-", ce qui nous conduit au 
type de i.

» Dans le second exemple de M. Ouivet (241 ), ^  n’a encore d’antre

zéro que — p, et possède trois pôles simples distincts de i cl de —  i . 
Alors

_ ______ H + P______ _ Pt + P t + /’.t ,
éft __ i»(fx — a)((* — b) ({i — c) (* — a \x — b \t.— c

On a les conditions
pi-t-pt -t-p*— o»

(î — a)P*([ — b)n*(i — c)P*= ng,
, (n-«)r*(H-ô)r*(ï+-e)/»= C'»,

p = v(plbc-hptca+p3ab),
~ — />iIog(p.— a) -t-/>*Ï05(jji — b) — c) »  consi.

qui résolvent le problème quelles que soient les constantes />f, pî} p s et 
non pas seulement moyennant des relations particulières vérifiées par 
elles.

» t e  troisième exemple de M. Ouivet (242), conduisant si pu — «», 
a une intégrale générale du type

(#> — — Ç )* const.
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où Ç est une fonction inconnue de v, s’élucide entièrement ainsi. Soit :

s =  l<a+P-M (f,_  !)<*([* i;?  ^(1.—  - )  ( a H - f i - b l j *  l) ,

« H o r s  ,  x «---------- * ( ,» ) -  —
On a

d ’où

O)

fi I ( 2 - f r f t - < - l ) f n H - p K t A  —  b )

n - i  ^  ft +  i ç “  , , , / ç\

"g P 1 _? _ ,  +  p +  1 +  ; - o ;
r u

Ç
O

pg— t

f) _ _  (»— fi)(g +  fi +  i)p-h(« — fi)*-t-*+fi
(a + P  +  i)(*+ {lp  +  * i<*)

On écrit

( 3 ) w*+P+1(ô — i)*(ô-m )P^ô— ^) =  C (C constante arbitraire).

» M. O un'et trouve l’équation différentielle en Ç et la résout moyen
nant certaines relations entre a et {3. En réalité, les variables étant sépa
rées, l’intégration de cette équation est toujours évidente.

» Si a +  ® +  i =  o, on est dans le cas de dégénérescence, pour n =  i . 
On a

«(f ) =

d’où

fi-n

.fi+ § - £r V V

V
P1

C(p-np)

v*(pt1— i>(— 5)'
et

T ?!
ti 11•,a + p — ç»

et, finalement, p — m  +  6, a e lb  étant deux constantes arbitraires, si C 
«l p — a le sont.

» Exem ples du second type. — I/intégrale générale de (i) est 
✓ •H*

î( |i, u)a»A,(v) /  (p +-p)(fi — ori)“»...(|A — a„)*»rff*-t-0,(u),
‘ V.

les u/ étant constants.
» Nous rappelons les conditions générales énoncées plus haut par 

leurs numéros d’ordre.
» i® On a toujours Aa(t>) =- v*+', avec k  =  a, •+■... +  an-f-1; 

si Ar 4* * <  o, |Aÿ-s oo, scs o.
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» Si k 4 - 1 >o, |A0 est fini, et pour À==— i, 8(t>) est déterminé par la 
. condition que, pour p très grand, * se développe ainsi :

Aii =  Iogfju; C H---- - -4- . . .  (G constant).
I'*’

On peut encore écrire dans le même cas ( /.' = —  i) :

o étant une fonction arbitraire de v.

» a° Si i et — i ne sont point parmi les points singuliers de

nous devons écrire que l’expression de * prend les valeurs constantes G„, 
C '0 pour [a =  i , p = — i .

» 3 l>*Elle prend une valeur C{- pour p =  a,, si at- est un entier positif. 

» 4° Soit am un point singulier de — • Si nous décrivons de p0, dans 

le sens direct, un lacet \(am) ou entourant le seul point singulier a,„

et revenant à son point de départ, si nous intégrons ■— le longdecclaccl, 

la variation de s obtenue est un certain nombre i{/m.

» Si am est un pôle de (am entier négatif ), on a <L»r”  afitR,,,,

Rm étant le résidu de ^  en am) c’esl-à-dire le coefficient dodix

dans le développement de autour de am. R„, est constant,

» En particulier, si am— — i , on a

K„,=vA+I(«»i-t-p)(«/«~ai)ai...(a/«— a,a+i)««+i...(a/w—o«)««=-G„

» Si am est un point critique de ^  (a,„ non entier), la rotation de p 

autour de am dans le sens direct remplace * par

eîfcta,,. 4 - ( j

Donc chacun des nombres qm— —  6 est constant.

» Soit h le nombre des entiers m tels que am ne soit pas entier posi
tif. Les différences (q„,—  qr)( i-~ e iim*»)(i—  eSlTOtr) sont des fonc
tions ÜOT>/. des coefficients a t, . Toutes satisfont, relativement à 
chacun d’eux, à une équation différentielle linéaire d’ordre k —  i au plus, 
les coefficients de ces équations étant rationnels en a 4, . . . ,a „ .  Toute
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intégrale de ce système d'équations (et il y a h —  i intégrales dis
tinctes ) doit être égalée à une constante.

» 11 est bon d’observer que le lacet ).(x  ) partant de p„ pour y  
re\ cnir et englobant tous les points critiques am à son intérieur, peut se 
décomposer en la succession des \m. Donc la variation «J», que * éprouve 
évenlucllemcnl le long de "k(x > nous donne une relation susceptible de 
remplacer l’une des précédentes, mais sans être distincte de leur 
ensemble.

» Selon le nombre de points critiques de nous examinons suc- 
eessi\emenl plusieurs cas.

» A . P fis de point critique. —  est rationnel en p, avec des 

d’ordre a au moins, ou une partie, entière, afin que z ne soit pas du 
premier type. On peut se donner a priori :

- -- <YIJrH- tfr—i ^4- cl. Si CU *1— *
( p - c t i ) '  t (jx —  atY*-1

f* 11 S\ | .
— —  4- P l  logf U. —  <*])-+• ----------- — 1y — rtx '  & r  ([a — a»)’*

les pi étant constants et les ct, C/j, a étant des fonctions inconnues de v.
dwÜn identifie —  avec ________ +

("ja — _rtnp.ii’

l\ p )  étant un polynôme. On peut sc donner arbitrairement l’entier «, 
les ent iers s ,, . . . ,  s», le degré »i de l’ (p) et les constantes p. Le premier 
coefficient de P(p') sera idors on écrira que toutes les
racines de l’ ( p ) — o substituées ù p dans rendent £ constant, ainsi 
que p i, ei p - -  —  1 [j( ct s(—  1) pouvant être infinis]. On pourra 

obtenir p eu faisant p - -  o dans les deux expressions de
» Le cas le plus remarquable est celui pù P(p) est indépendant dep  ̂

et où 1 cl 1 figurent parmi les an. Les équations d’identification des 

deux expressions de ~  donnent alors toutes les inconnues cy, a (les a  
et px 1- . ..-+-/>* sbnt nuis).

» Exemple : ~  r= a ^eux inconnues, p eut, si a i ,

une seule inconnue p si o —* :!r i . Nous écrirons

4 *: " * [**“ (a+p)log£ ^ l  ’
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avec [a0 =  —  i , si a +  i ^ o , [a0 =  i , si a =  — i . On trouve :

ï 5 # (/> c o n s t a n t ; :

d’où p, si a =  ±  i , et, en outre, si a 2 1 ,

d’où

e  t ' — 1 ' * . Pa = ---- ----- , a\cc .0 = -----a.«‘ft + 'P 0
e ^  +1

» C ’est le premier exemple de M. Ouiret (242) dont roquai ion est. 
moyennant une condition imposée à p,

ds
■+■ ks8

-t- V(t — = o,

on posant s =  —— ■— * »

» En égalant à rf* le premier membre de l'équation de M. Ouiwi, on 

a immédiatement l ’expression ci-dcssus de

» B. Un seul point critique. —  C’est la forme

j n
' ( J* — C)*<f* p ) ( I* —  « l ) * ‘ ••■ ((*  —

V>

avec Âr =  a-4- a ,- f - . . .  +  aÆ, les a,• (mais non pas a) étant des entiers 
positifs ou négatifs que l’on peut se donner.

» Si k -+-1 <" o, on fait p.„ =  ce. Si k + 1 „> o, et si l’un des oc< est posi
tif, ou si 1 , —  1 ne sont point supposés parmi les ai à exposants néga
tifs, ou si « > —  1 , on peut prendre p =  a/, ou -=ï 1 , ou =-- — i , ou v  
On voit aisément que l’une au moins de ces hypothèses est vérifiée.

» On a n -f- 2 inconnues, les a„ p, Ç. A  tout ai d’exposant négatif, 
correspond la condition des résidus. A tout ai d'expo Anl positif, corres
pond la condition i(o ,y« ) =  e*. Enfin, on écrit

=s C», * (— ! , V ) '=  c j .
> >

On a ainsi n-f- 3 conditions.
âz» Supposons, par exemple, que ^  n’ait d’autre zéro régulier que —  p,
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cl que tous scs pâles soient simples. On à

=  (;jt _ ;)« / _ £ !_  +  . , ,+  ., ) = Gv*+t-a
'¥  ' \ î* — I (*— «*/ ([i — <*i). ..(ji — <*„)

p i , . ..)/>/]. C étant des constantes, on aCl(«I— Çl“ =  />l( . . . ,  e«(«a—K)x =  p.t',

cl si A „  — c - t - C y , a ” , A „ = o  pour m =  o, —  S,
<‘l -V_s

( _| )«—11»« -a—2
? =

! /Cl r„\«i«i . . .« n i---- K ..+ - — }■\M| «*/

On a là aulanl d'équations que d’inconnues si l'on suppose que i et — 1 
sont parmi les a,-.

» On a, par exemple :

z=V* f  ({t —
•'jio r  1 ̂ } en — Ç ) (i -+ ?;*=  C et «(i-t-Ç)(i — p)* =  C';

d’m’i % cl p. ^

» C. Deux points critiques. - -  On a

- = /  (I* " îl )* (? !-  ÏJ)P R.(tA') «PfA-
’ V*

p0 étant choisi parmi les nombres ao , Ç4, Ça, i, —  i ou les zéros de R ( p )T 
qui est rationnel en p.

» Si, pour p inlini, 11C p ) est d’ordre m, posilif ou négatif, sa partie 
principale sera t,*+P+",+l p"'.

» Aux équations du eas B s’en ajoute un autre <p

li plié par ( i — eîftw0 (i —  e*1̂ ), ç est l’intégrale de prise le long

d'un contour se croisant lui-méme en p0, entourant les points singuliers 
Si et Ça, <*1 parcouru deux fois, mais en passant en chaque point avec

des sens différents les deux-fois. Pour évaluer ? on décom

pose R (p) en éléments simples A(p) et la période ep (J/~j est la somme

des périodes ç(/t), la détermination de ( p — Ç| )*(Çj— p)P, dans chacun 
des éléments A, étant supposée la même en tout point du double contour.

» i# Sachant que — t)t' '| |qui coïncide, si p et q sont

—  const. Mul-
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positifs avecJ  tr~l ( i —  l )'1~' dt  ̂ vaut ( r  ,Jhl lu ioncLïon

interpolant les factorielles), on a, si E('pi est la partie entière de llip j :

F( a -
( a  - h  Q -------( a  -+-/? )

/C2— H-l)
\  2 /  r  ( a  -+- p  -+- I )

DI
^ ( a  - i -  p  - r  1 ) . . .  ( 2  -+■  f i  4 " / J  "+■  1 )/> î

ilt-Ki)*'-

Ainsi, pour
r v*

-  =  ü » / ( l 4 - { j ) a ((Ji — 1 ) ? (  { J L - 4 - p  ) ^| / .  < a  -+- p  -+• *2 o i ,

•/JJLO
( t * 0 = “ , — I OU I ) ,

on Lrouvû
/LU I « -H i \ y*+$ H _ éf 
\ 2 h a -+- p -h •>/ -i ’

fjj TrrrTT y
or étant mrc constante, et en posant /a ==̂ —  -{ [3+*><), i— -  ,

îl reste o =  a r w +  b (première forme de d’Alomborl ) (239). ftn fnisanl 
dans celte formule

2 G . Q % n l ' ' - l  ,
a  s s ----------1- a  , p  —  a  =  2r ,  <1 o u  p  --- 2(4-------------- 1- A ,n r 1 / r

et en faisant tendre n \crs zéro, on obtient la troisième, form e d e  

d’Alembert p =  2 Cloge - h X’, avec l’intégrale générale

r*
f  ( 1-+- [ j t ) - 1" c ( i  —  { j . ) - 1 |j m -  k  ■ +■  *>-C Ioge)<sfg5=. const. ( >jt) ~  1 ou - m  ». 

Jpo

» 2° Pour les périodes de la partie fractionnaire <1<» H ( * a ). il M if l i t  

d’avoir

<? F/’ ( a) ' p cnlicl' i,(,f,itif»ou 111,1 '•

»  S i  p  o ,  F p ( a ) - -  ~ '™ ) a i > a i' ‘  b a i l l e u r s ,  K „ ( « )  s a t w i t û l  o u  a  ù u n r

équation linéaire du second ordre facile à former (voir Pu;un, Trailr 
d’Analyse, t. III) et admettant pour intégrale particulière le résidai en « 
de lu fonction sous le signe », soit (a —  Ç, j*(Çs— «)$. Posons

“ ,(<,1= ( t , -  1 •
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» Si la partie fractionnaire de R( pi ) est

i =  n ]) =22
2=1 ?)=1

ct,p
< ut —  at U*

la période correspondante est

2 2
/ = 1 »s=l

fl/,/? Q/'-> < a/1.

5r i

Ajoutée à la période fournie par E(pi},‘ elle doit donner une somme 
constante.

)> On a des cas particuliers simples en supposant que - -- p esL le seul 

zéro de R([x), que i, — i, sont parmi les singularités de- -̂> et enfin,
VJ*

si les pôles de R( [xj ont un ordre au moins égal à a, que leurs résidus 
sont nuis. On obtient alors des fonctions p dépendant de trois cons
tantes arbitraires ( ou de deux, si a +  £i -h in  4- i =  o) et dont les plus 
simples (£, =  i, Ça = — i, n --  i, le pôle étant double) sont celles de 
d’ÀIembert : cirn- { -b -+• cv~,f et a (log-ej 4~ b loge 4- c, les constantes c/, 

c, n dans le premier cas, a, è, c dans le second étant liées par une 
relation.

;> C’est clans ec cas C que rentrent les quatrième et cinquième exemples 
de Siacci (241). R(»x) a deux pôles qui sont i et — i, l’im et l’autre 
simples. H(jjl ) nja d’autre zéro que — p. ( Dans le quatrième exemple, 
on a a- -  £5, ce qui ne simplifie pus sensiblement les résultats; dans le
cinquième, a | jâ - - o, cas de dégénérescence de la fonction générale.;

» On a donc

* <>* +  ouÇ>)
H. ‘ “ lX

moyennant
!>*+{*(i — ç11*(ïj— uP<i -+- p) =  i>pi.*

1-+- ïi 1*11 - H  Ç j  )P(p —  I ) — “>/’*)

el, sio(tv) - f  
Si U’0t+“,(l— ( V ) P * 1 9

i

p' " m , { c, - î’  ) ■  ° ’

p {> C étant des constantes arbitraires.
» Si cc+£J ■ = t>, posant

Cn urP .
< p o (c r j s= / — — * « w .
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on remplace la dernière équation par celle-ci :

plog[w(Çjt— Ci I] — P1Ç0[ ( is?f),S] f— ( ^ r / j ■ G.

Ces conditions résolvent dans toute sa généralité le problème posé par 
Siacci dans ce passage de son Mémoire (241 ).

» D. Trois points critiques. —  C’est le cas du troisième exemple de 
Siacci correspondant à l’intégrale générale

J
r v-
f <n- — —

avec [jl0=  oo, — i, x ou a. Il y  a deux inconnues a el p.
» Si G (a) est une période, de

f  ( 14- Wali — (Jt)P( p — a ;Y+1 dfx,

i a pour période

Vx+P+Y+* ^G(a) -+- Cr'( a ) J .

G satisfait à l'équation
V

'+’ ?'+■ T -*-?)(}(a)  «o.

G se rattache facilement à la fonction hypergéométrique. Si (î, (il Cî  
sont deux intégrales distinctes de lequation en G (a), on doit avoir

6 l(a +̂ f i p 7 Gi («>

* Gi( O ) ■+■ Ç j « GJ ( <7 ) a  t)“ * *”P"T,

Pi e t é t a n t  deux constantes.
» Si « 4 - P 4 - y  +  a =  o, les deux équations précédentes se con

fondent. On posera y = —  a — « —  fl +  e, et l’on remplacera la seconde 
par une combinaison des deux convenablement choisie el tendant vers 
une expression limite pour s =s o.

» Exemptes du troisième type. -— Les deuxième, septième et 
sixième exemples de Siacci (24i) appartiennent è ee type cl corrcspon-
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dont respectivement aux formes :

1 Ai ) ; = Aj 1 IMI < 1 -h ut * 11 — iP et'i'P rfjx,
/ a1— «

l B! 1 - - Ati r ) f  '^pyp-ttiPerwdp,

<<!i 1 ~ -  Aj (IM
_  JJ,

f  e-*W-» • !i'H p. d<j.
•L .  1 - 1** •

5i*J

r élant constant et positif. Le nombre d’inconnues est respectivement, a, H 
et .*$.

»» Pour le ras i A , ) si Ton désigne par G( w) la variation de— *JL |«(l — »J
sur un lacet issu de — oc et y  revenant après avoir tourné autour de i 
ou de -  i, on a

ïvG"— fa -H p -h * )G'( «»)-*-( iv -+- 3 — a »Gi iv ) =■  o;

(î, et (j2 étant deux inlégi'ules distinctes de cette équation, les con
ditions résolvant le problème sont :

As ( a > [p G t fc u  i — G i f  en )] — /?l9 

A3( v ) [pGii cr i - G;â( ca > | — y?*,

p, c t/ ;3 étant deux constantes arbitraires; d’où

p — fitGi ’

p est donc la dérivée logarithmique d’une intégrale quelconque de 
l’équation en G. Les développements des fonctions G se déduisent 
aisément de la fonction hypcrgéomélrique et sont donnés par Siacci.,

» Dans le cas (Bf >, la condition des résidus^donne

— a/Ji
p — 1) (o — 1 )Pe~™ -= ip» (pi et pi constants ).

» Si /; ( <v ) est la variation, sur un lacet issu de — 00 pour y revenir, do 

l’intégrale J  *  -  e~wt dt, on trouve

6 «=* f '
0 —W
— ^  d w  ■+■ k t ( k  et kt constants);Pf OIURBORNtMJ, iùun u * 83
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d'où, pour la période correspondante de -, la condition

p t Ç  _fllL d w -h p i f  dw =  p i ( f i  constante arbitraire i.

» Si p  est un entier négatif, cette dernière condition, immédiatement 

résoluble, exprime que le résidu de ^  en --a est constant.

» Dans le cas (C, ), la condition des résidus donne encore
«r

As g— «)*(i 4- p.) =  2p t,
p —  i  ) =  a / ) #.

» Il faut ensuite utiliser la condition (6°; de la théorie générale, et 
exprimer que la valeur limite de * pour p. =  H- oo ; donc l’intégrale

r\ t
i — {JL2

est constante.
» On pose

Ii ( t ) = f  — - d u , d’où H< O =■ c 0 e ~ f* C  e l i d t ~ \ ’ C^

(les valeurs des constantes c0 et c'0 nous étant indifférentes). La con
dition cherchée est

J -{a~\)v / c ~—\l+a\v / rI e1'dt 4- pi I e~l'<it =  p 3.

0 J»
» Conclusions. —  Ainsi se trouvent résolus, dans toute leur géné

ralité, les divers problèmes de détermination de fonctions p(r), posés 
par les géomètres qui, avant M. Drach, se sont occupés d’ intégrer 
l ’équation (i). Le lecteur a pu observer la puissance delà méthode de 
de M. Drach, l’unité et l’ordre systématique introduits par elle dans un 
sujet où les chercheurs précédents, guidés par la seule ingéniosité, 
devaient leur succès à des artifices parfois très éloignés des raisons 
essentielles des faits.

» 11 est cependant juste de rendre hommage au profond sens mathé
matique de Siacci, qui a eu l’intuition de chacune des trois formes pos
sibles de l’intégrale générale.

» Nous ferons encore.observer que ce problème éminemment pra
tique : « Obtenir toutes les expressions de la résistance de l ’air, rendant 
intégrable par quadrature l ’équation de la Balistique Extérieure », ce 
problème trouve sa solution totale et relativement simple dans l’appli-
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cation des résultats fondamentaux de la théorie des fonctions de \oriahle 
complexe. Grâce & elle, les intégrales premières, résolvant entièrement 
la question, se justifient en toute simplicité. Et l’on n'aperçoit guère 
par quel détour il serait possible de s’affranchir de la considération 
des imaginaires, même en perdant le bénéfice des explications rapides 
et parfaitement satisfaisantes qu’elles nous fournissent. A  cet égard, 
la découverte de M. Dracli paraît inscrire à l’actif de l’Analyse 
des variables complexes, un très remarquable succès d'utilisation 
pratique. « (Dcnjoy.)

244. Problème de M.-Denjoy. - -  « Parmi les fonctions p( !>) obtenues 
dans les pages précédentes, il conviendrait do retenir uniquement, 
comme se. rapprochant seules de la fonction expérimentale, celles qui 
satisfont aux conditions suivantes : i° pt »') est positif; s° pOO est

croissant avec o, 3" cl tond vers une limite non nulle d’une part

pour u =  o, d’autre part pour u infini; 5° pfr ) doit contenir en facteur
une constante arbitraire.

«

» Cotte dernière condition résulte de ce que p( v) est le quotient de 
la résistance de l'air par le poids du projectile. La première l'onction ne 
dépendant que de la forme extérieure de ce dernier, pour deux projec
tiles de même forme, mais de masses différentes, p ( v) sera modifié, quel 
que soit v, dans le rapport de ces masses. Bien entendu, nous admettons' 
ainsi l’hypothèse préliminaire â l’écriture de l’équation ( i), savoir que 
la résistance de l’air possède une résultante de translation tangente i\ lu 
trajectoire du centre de gravité, et ne dépendant qae de la forme exté
rieure du projectile.

» Sur les trois parties du problème posé, il est aise de donner la 
solution dos deux premières.

» O na vu précédemment que, si *(p, u) —: cons!., est l’intégrale géné
rale de l’équation

les 'singularités de relativement & la variable complexe p, sont des 
intégrales de l’équation (i). D’oft la nécessité d’étudier l’allure d’une 
solution de (i; pour les petites et pour les grandes valeurs positives 
de v. *

I. Petites valeurs de u. -■  Convenons de dire que est du type 
'normal à l ’origine, si f(t>) décroît continûment à séro simultané-
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ment avec i\ On montre que, sous celte seule condition, le produit pt' 

tend, pour v -= o. vers une limite (réelle ou complexe)  ̂non nulle,

sauf dans le cas p2~ i .  De plus, la valeur limite  ̂caractérise l'inté

grale p, en ce sens qu’à deux-intégrales p f , {x2 distinctes, correspondent 

deux valeurs limites — différentes. Le changement de variable
V ,  V .

donne réquation

d u  __ h

dV “  U‘ T 11 i

u se met sous la forme

( i ) u =  l- -T- h2y - -  • -4 -  /iftY"” 1 h-  . . . ,

la série étant convergente quel que soit y donné, pourvu que v soit 
assez petit; fi,n nul avec v pour toute valeur de /?, est de l'ordre.do r", 
si n est pair, d’un ordre pu plus égal à celui de rrtç>, si n est impair. Ce 
développement ne convient ni à Tune ni à Tautre des intégrales

u  sa  l ]*!  =  71 —  Ç  »  d v , U  -  q *2 =  —  V  —  Ç  © d v  ,

correspondant respectivement à p —  1 et à p — —  1 .
» Si la fonction o( ») rend en ou/re l ’équation ( 1) inlcgralde par qua

dratures, nous savons que l’on a

à*
• - -  sss { | i  — a x )P\ i jx — a% )i>*. . .

.

R(p) étant rationnel en p, ou pareillement, i — consl. étant, l’intégrale 
générale de ( 2 ) : • *

Hj )l'' • •1 u ~~ « — .^1 )"-■ +■ ( u —

Pn+i et jjll+î pouvant être nuis.
» R# ( u) possède, au voisinage de chacune de ses singularités polaires ury 

un développement tel que
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si q esl Tordre du pôle u, , el si ~  esl la valeur de Uj pour r —  o. Les X, flf

sont des constantes quelconques. Si R0 ( u ) aune partie entière de degré q , 
les termes correspondants forment une somme

m ~ q

Y xAd m
i

étant la \aleur de u0 pour r = 'o .

» Les coefficients de la décomposition en fraction simple de R pour les 
pôles u, et oo sont tous finis et aisément développables à Taidc des hn 
cl de H,, pour les petites valeurs de les yr étant donnés.

» Au contraire, les coefficients des parties principales relatives aux

pôles u — XFi et u =  'F2 sont infiniment grands a\ ec  ̂-

» Si Ton remplace, dans z(ur r), u par l ’expression ; devient 
une fonction de y et. de v, constante toutes les fois que"y l’est elle-même, 
puisque toute valeur constante de y définit une intégrale u de l’équa
tion (  ̂). Donc, c, après cette substitution, est indépendant de t*, et il

en esl évidemment de même de — Or, loa-^ se développe(h{ Ou ü*{ 7 n d’y 1 1

aisément suivant les puissances croissantes de y. Tous les coefficients 
de ce développement doivent être indépendants de r. On aboutit faci
lement à la conclusion suivante :

» Les seules formes de —̂ pouvant donner une fonction œ(e) du 

type normal à P origine sont *

ÛL
(p* — i)**ï

>U
P'+'üi (Jt),

ü ( [ a )  étant régulier pour [A — ri :  r, et la somme c ,  +  d, étant finie 

pour r --- o ^taudis que c, et d, sont, soit identiquement nuis, soit infi

niment grands a v e c-V
* *

» A. S i c, el d\ ne sont pas nuis, <p(r), s ’ il est normal, nsi d'ordre 
entier impair au moins égal à 3.

» B. S ic ,  e ld , sont nuis, tf (>’), s'il est du type normal, est d'ordre 
entier impair positif : i* quand «.<■ ' o; 7? quand 2 p— i-'  a- î,
et quand les coefficients A*, A , , . . . ,  iaP ne sont pas nuis.
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;> S i & est un entier impair ayj +  i, et si Â.2} À s, s o n t  nuis, 
o ( v j } s 'il est du type normal, est du même ordre cjue ra log^-

» S i p —  i a < 2 /;-|-i, et si les coefficients A 2l .. -, À 2/) sont nuis, 
s 'il est du type normal, sera soit de Vordre a en r, soit d'un 

ordre entier impair supérieur à a.

» Une conséquence de ces résultats est la suivante : il est impos
sible, si o n'est pas infiniment petit d'ordre entier impair, que t

et — i soient points réguliers ni pôles simples de On n’a donc pas, 

dans ce cas, d’intégrale générale du type

ou
E/>*log( {Jt — ut n - (logu)5/)/= const. 

v 1 pt {[Jt, — aj )/'i... { |jl — an iPn =  const.

» Enfin, la proposition suivante résulte immédiatement de l'énoncé 
général :

*S72j—  tend vers une limite pour v =  o, i et — i sont des pôles
àzdoubles de ^  et Von a de plus la relation

A>-=/7iYi-> .. .-*-/>»7»-H Xj.î-K * -H- Xi » = o,

où les notations employées ont été définies plus haut. Les Ài/; sont cer
taines sommes de ternies \r.m y*.

» IL Grandes valeurs de v. — - Nous considérerons ç(c)  comme 
étanl du type normal pour les grandes valeurs positives de r, si <p(> ), 
continu et croissant à partir d’une certaine valeur ?>0 positive de r, est

dv
ait un sens.

» On montre alors que toute intégrale finie de (î), distincte de \ et 
d e — i, tend, pour r =  oo, vers une limite qui n'est ni i, ni - i, 
ni — oo, et dont la valeur caractérise] cette intégrale. Une analyse 
simple conduit a l'énoncé suivant :

» Pour que ®{v) soit du type normal pour n infini, il faut 
qtle R(p.) n'admette pas le pôle p. ™ oc et que la somme des expo
sants p {.......pn soit inférieure à —  2 . Alors o(v) est d'ordre

— (p 1 4 - . . .  -\-pti -4- *x ).

hn particulier, si tend verS unç limite pour r infini, la
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somme des exposants des facteurs de ~  distincts de p. +  s  est égale
à —  i.

» En réunissant les résultats relatifs à v très petit et à r très grand, 
on aura la proposition suivante :

» Pour q u e t e n d e  vers une limite, d'une jjarl />our v =  o, 

d'autre part pour r — x , il  faut que l'intégrale générale de l'équa
tion (i) ( supposée réductible aux quadratures) soit de la forme

iPi . ..i  [jl — an
(|**-Ô*

( p •+■  f) ê V-'dn— const.,

ll('p) n'admettant pour pôles ni i, ni — i, ni x ,  et les condi
tions a2—  i o, R(oo ) r= o, p {i + . . .  +  p„ =  o, A a=  <> (voir I) étant
en outre satisfaites.

» Si R (pi) =  o, la condition A a=  o se réduit y , +  • ■ - +
Par suite, on ne peut remplir les conditions de çp avec deux, 
facteurs (p. — U\)p' (p —  a%)P* seulement. Car il faudrait

j>i o, y i =  o;

d’oft *'i - ’ Ya, ce qui est impossible. »

III. — LES INTÊfiROMÈTRES BALISTIQUES.

* L’intégraphe Abàank-Ab&kanowicz. — L’intégration graphique 
des équations de la Balistique peut s’entendre de deux façons : ou bien.

Fig. aa8.

suivant les tracés de la Balistique graphique (167, 168 ), il s’agit sim
plement de quarrer des courbes donnant ( X, y, t ), qu’on aura cons
truites lorsque l’hodographe aura été résolu ou calculé j ou bien il s’agit 
de l’ intégration même de cct hodographe.
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Pour le premier problème, le plus usité parmi les appareils cm piolet*, 
par certains balisliciens, est Pintégraphe Abdaiik-Àbakaiio\\icz dont 
voici une description schématique*

Description. —  Soit la courbe (l)  représentant la fonction y  

et la courbe ( II ) représentant/'= / '(  x ,) ou ^  — tang^.

A  l’ordonnée /  =  PQ de la courbe (,1 ) correspond l’ordon
née P 'Q ' =  tangx de la courbe (II;.

Le problème que résou l l ’intégraphe est le suivant : Connaissant lu 
courbe (II), tracer la courbe (I).

Fig. 229.

Comme presque tous les'intégrateurs, l’instrument possède conuhe 
organe principal une roulette munie d’un bord coupant, qui doit décrire 
et tracer la courbe intégrale (I) quand l’appareil sc meut dans mut 
certaine direction sur le plan, tandis qu’une tige mousse est assujettie û 
suivre la courbe (II). Schématiquement, l’intégraphe se compose d’un
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cadre A A 0 BB„ dont la hauteur BA est double de la largeur. La 
médiane CC0 est dirigée suivant l’ase des r de la courbe {II ; donnée et 
l ’on déplaee le cadre parallèlement à lui-nièmc.

Une tige TT' passe toujours par le centre I* du rectangle en coulis
sant en ce point cl la pointe mousse M0 de l’extrémité T  est sur le 
côté À 0B0.‘ Celte pointe M0 suit la courbe r '— j '\ x  » =?= tang?. Le pro
longement de la lige TT' est une autre tige H qui coulisse également en 
passant par le point P et dont l’extrémité N, se déplace sur le cèle AB 
et porte la roulette coupante, dont le lil est dirigé suivant la 
droite M0N„.

Cette roulclle décrit la courbe intégrale y  = J ( a? », ce qui est é\ idenl, 
puisque l ’angle CPNn, qui est celui de la courbe ( H ) au point N„ avec 
l’axe O j? est égal à l’angle M0PC =  t, par hypothèse.

Appliralion balistique. —  On suppose l ’hodographe intégré par une 
méthode quelconque, 'c’est-à-dire qu’on suppose Connue la relation entre 
o et t. '

Pour avoir l’abscisse, par exemple, on pourrait employer la for

mule x  = — -  / 1'- dx et construire la courbe v2 en fonction de t :  
S J

mais, à cause des échelles, il vaut mieux employer la formule équiva

lente (154), x —  -  ̂ (‘l construire, par suite, la eourlx* diffu-

miticllo ayant pour abscisse u el pour ordonnée -j- - » Pour r, on
r  * du<‘inploie la courbe y* = -  / tangT dx, <‘l, pour /, lu courbe -rr———  •* ‘ ,/ C i1 ( U J COS T

246. Intégrom ètrs balistique de M. Passai. — Cet appareil a pour 
objet d’intégrer Vhodographe, courbe que M. Pascal met d’abord sous 
la forme suivante :

Soit l’équation diiïerentieUe sous forme ordinaire

on pose 

d’où

dv v j àin P(l.)l

dx cos-c >

* »
SUIT sa--  Y et *» JS C1

cos*: dx =  --//Y cl dv m 
n

par suite, il viont
<n i -  y*
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Ceci posé, l’intégromètre balistique de JM- Pascal est schémalique- 
meul disposé ainsi qu’il suit :

Soit un cadre A À 0BB0 dont la hauteur est double de la largeur (celle- 
ci peut être supposée égale à l’unité). On maintient constamment la 
médiane CC0 dirigée suivant l’axe des X.

Fig. a3o.

L’extrémité mousse M0 de la tige T, placée sur le côté A „B 0, décrit la

courbe \ =  F(ex), que l’on trace d’avance et qui est définie par la loi
« &

de résistance de l’air.
L ’autre extrémité M, de la tige T déciit une courbe dite directrice et 

qui, ici, est la parabole X =  i — Y s, rapportée aux axes B„C0X.
La lige T  est articulée en M0, pour que ce mouvement soit possible. 
La roulette coupante M, qui sç déplace sur le côté AB. a son fil 

perpendiculaire à la tige T , grâce au parallélogramme Mppti où ppt est
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une glissière sur T. D’autre part, M et M, sont maintenus parallèles à 
l’axe des X par une tige MM, articulée en M,.

Dans ces condilion's, il est facile de voir que si l ’on fait déplacer le 
cadre le long de l’axe des X, la roulette AI décrira l ’hodographe.

En effet, on a

M0P =  MoC0+ C o F  =  - F ( < s M -  Y
g

( C0P étant négatif, à cause de la direction des \  positifs).
D’autre part, l’inclinaison 8 de la roulette sur l ’axe des X  est égale à 

l'angle M, M0P; on a. par suite,

tang 0 d Y  __ Mo P 
* d X  ~  M0P ^

i - Y *

- F ( ^ ) ~  Y 
g V

C. Q. F. D.

Remarque. — Le capitaine Plâtrier a indiqué un intégromèlre balis
tique de principe analogue à celui de M. Pascal, où la courbe directrice 
est une droite et où là roulette coupante est parallèle à la tige T.

247. Principe des intégromètres balistiques à lame coupante* —  À
peu près simultanément, ont été publiés deux Mémoires sur des pro
cédés d’intégration de l’hodographe à l’aide d’un instrument mécanique.

Quoique très différents comme réalisation, les deux procédés, dont 
l’un est du au colonel Jacob et l ’auLre au lieutenant-colonel Filloux, 
uliliscnl des appareils dérivés du planimètrc Pritz à lame coupante.

Une tige porte une hachette tranchante à fil courbe, dont le plan est 
parallèle à l’axe de la tige ; lorsqu’on promène la hachette sur une feuille 
de papier, où elle pénètre légèrement, comme elle ne peut sc mouvoir 
transversalement au plan de son tranchant, celui-ci sc trouve toujours 
orienté suivant la tangente à.la courbe décrite par le point de contact 
sur le papier.

Si l’on donne constamment à la tige une inclinaison, relativement à 
Taxe des fonction connue des coordonnées du point de co n ta cta  
hachette» trace une courbe définie par son équation différentielle du pre-

■ nier ordre ^  = / (  x, y ). '

Quoiqu’un lel instrument ne soit, sans Soute, susceptible que d’une 
irùs faible précision pratique, il est intéressant d’exposer ici les 
recherches ingénieuses faites dans cette voie pour la solution du pro
blème balistique; quelques propriétés intéressantes de l’hodograplio 
seront ainsi, de plus, mises en évidence.
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248. Intégromètre du lieutenant-colonel Filloux. - - L'instrument du 
lieutenant-colonel Filloux pour l’intégration de l'hodographe utilise 
'simplement la propriété de la tige de l’appareil d’être tangente à l’hodo- 
graphe. L ’auteur cherche donc, par l’étude des propriétés deda tangenlc 
à cette courbe, à déterminer la loi.du mouvement de l’instrument.

On rappelle (165) que, pour trouver la tangente en un point M de 
l ’hodographe, on prend, sur le rayon vecteur, ù partir du point M, les 
longueurs MII =  c F(«) et HA =  *•.

Fig. 23 _>.

La tangente est MA, qui coupe la verticale du point O en un point

tel que OG =  -J^-r •* cF(t>)
Nous examinerons successivement des mécanismes de plus on plus
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compliqué!) qui s'appliquent à des lois simples de la résistance de l'air 
et qui ne comportent que l’emploi de bielles, glissières ou engrenages. 
Sous la forme générale F ( v ) de la résistance, une came est nécessaire.

i° Résistance i bt r —  ù0 ). — La résistance est cF( r i =  b\ v — />„. 

Si l’on prend OH =  ~  et HA =  on aura
l>i 0 {

IIM = t> — — .

Donc MA sera la tangente. Si l'on complète le parallélogramme OHAG. 
on voit que G est un point fixe.

h’in tégro mètre se composera alors d’une tige à glissière OHM 
< notation des tiges à glissières — o— o— o— l, de la tige tangente porte- 
lame MA également à glissière et du parallélogramme articulé OHAG. 
Les points O et G sont fixes pour un projectile donné : si l’on change 
de projectile, c’est-à-dire de coefficient balistique, la longueur OG est

Fig. -tS-l.

prise égale à Sur un limbe, on pourra lire l ’inclinaison T, et sur MO,

gradué à partir de M, les vitesses u correspondant à la longueur 
variable OM.

Variante du capitaine Olive. — Le parallélogramme (fig. a3>4 > 
est placé un peu différemment en HWA’M', les tiges coulissantes et 
pivotantes étant OU et GII. La tige porte-lame est A' M.

a° Résistance —  On considérera non l’hodographe de»
vitesses, mais celui des Résistances, dont on a étudié quelques .pro
priétés au ,n* 196.
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On sait que, dans le cas d’une résistance monome, la tangente à 
l'hodographe des résistances s’obtient de la manière suivante :

Figr.

à ON et de C ( décrire une circonférence de rayon C| G' qui coupe la 
droite VG ' au point cherché V.

, Fig- a35.

y

Le mécanisme de l’intégromètre a la forme de la figure a35, qui est 
la traduction mécanique du théorème précédent.

Le parallélogramme A A 'G  a pour but de faire tourner GV autour 
de G, l’angle VGA étant droit.

3° Résistance (b0+ b nvN). — On considère l’anamorphose de l’ho-
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olographe des vitesses, transformation définie parle rayon \ecteur p» == vn 
el Tf =  m.

L ’équation de l’hodographe des vitesses étant v = / ( ': ) ,  celle de 

l’anamorphose sera p" =  /(j^ j •

Soient 1VI et M, deux points de l’hodographe des vitesses; N et N, deux

Fig. a36.

points de l’anamorphose. Menons les tangentes MM|, NNf elles per
pendiculaires MP, NQ aux rayons vecteurs. Nous aurons

MP = t> dx, M, P = du, NQ =  nv'< dx, N, Q =  1 dv.

Les triangles rectangles MM «P et NN, Q sont donc semblables, 

puisque ^  et les tangentes à l’hodographe el à son anamor

phose fout, avec les rayons vecteurs correspondants, des angles égaux. 
La tangente à l’hodographe en M coupe la verticale Oy  en un point G

tel que OG —  — £?— -•n l)o-hOnV>1
Menons O y ' telle que U O y '=  MOy. La tangente en N coupe celle 

droite en H, cl nous voyons que, dans les triangles semblables MOG, 
NOH, on a

OH
Oü

ON
OM Vn-*9 OH :

g V n

ÙQ-\-bftvn

Prenons O À =  x- (la ligure suppose ba négatif), et menons AB parai-On
lèle à Oy . Nous aurons

Alî == OH NA K»n
K___ ____________________

NO b u '
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On se trouve donc amené à compléter le parallélogramme OABG 
comme dans le cas <le (ô|V---£>«); mais.il faut de plus déplacer la

Fig. a37 .

droite Oy ’ en fonction du déplacement de OM dans le rapport « A i . 
On y  arrive au moyen de roues dentées de rayons convenables, comme 
il est figuré dans le schéma ci-dessous.

< Fig. *i38.

Le mécanisme permet de résoudre, comme [cas particuliers, les cas 
de (be bt v) et de bnvn déjà traités.
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4 ° Résistance i lo gr) .  — Posons 6 0=&log£l; on aura unr

résistance de la forme ôlog(3r.
(Considérons l'hodographe des résistances, dont N et N, sont deux 

points voisins; W et M, soiit deux points voisins de l’hodographe de*

Fig. 239.

vitesses; Ml* et PsQ sont des normales au rayon vecteur; NR est une 
parallèle à la tangente MM( ; on a

d’où

MPsvrfT, Mi Parfis

^ = A lo g P ü , N =

RQ = MtP ^ = l Î £ l L Wrf«;
^  O V

N,Q

Or ôn sait (a0) que la parallèle à la tangente à l’hodôgraphe des 
vitesses menée par le point corcspondant de l’hodographe des résis
tances passe par un point fixe ü , situé il la distance g  au-dessous de O. 
Si OA est perpendiculaire à ON, on aura AB =  ON et CB =  b. Cette

1», cuXjiiMWNrnK. ra ü *  t. , 1 3* s
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propriété montre qu’il est possible de guider mécaniquement une lige a 
lame coupante NC au moyen de bielles et de glissières.

5° Cas général: Résistance cF{v).  —  Les mécanismes décrits jus
qu’ici ne comportent que des bielles, glissières et engrenages.

On peut résoudre le problème, dans le ras le plus général, au moyen 
d’une came.

Soit x O y  le plan horizontal sur lequel est tracé V hodographe donl

Fig. ajo.

le rayon vecteur est OM. La tangente en M coupe l'axe y* au point (i

tel que OG --- •* cl<(v)
L’appareil traceur comprend : une règle < )M passant par ( ) et pouvant 

coulisser; une came Q Q r dans un plan perpendiculaire à O# et pou
vant se déplacer verticalement suivant O s : elle reçoit, suivant celte 
droite, un mouvement d’élévation proportionnel A OM, o’est-à-dire à r. 
Sa forme est telle que les y  soient égaux à »

Une règle MG s’appuyant sur la came jmrle, au point M, où elle est 
articulée avec OM, la hachette traceuse.

Le mouvement de OM suivant son axe est transmis t\ la came par un 
bras MD incliné sur OM d’ttn angle p; ce bras peut tourner autour 
do O * sans entraîner la came. On a constamment ()D ar OM tungp. 

Étant donnée l'échelle X du graphique, on prendra k l’origine sous
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1 angle ot, OM =  W 0; on mettra la came dans une position telle 

que OG =  gp^y^XV0, et l'angle p est déterminé. Quand OM tournera, 
l̂e déplacement de GM dans sa direction modifie la longueur OM; 
J angle p restant fixe, la tige MD fait baisser la came qui entraîne, par G, 
la tige à hachette GM, etc.

Le théorème qui fait l'importance de ce mécanisme est le suivant. : *Vi 
la cam e a été tracée p o u r un systèm e p a rticu lier  d éfin i p a r  les trois 
constantes )*i, langp,, et c,, elle convient à un p ro jectile  de co effi

cient balistique d ifféren t c2 à condition de prendre U- —

Soit^ =  y(z) l ’équation de la came. On a

s  =  < >M tangp =s X #1 tangg, d'où y  =  &[Xr tangp].

Mais, dans un cas particulier, le tracé de la came a été lait pour 
qu’on ait

/  = ofXiu langui

Si Ton change C| en Cj, cette égalité devra subsister; or, la fonc
tion K(u) reste la même; pour que nous puissions conserver la fonc
tion cp, c'est-à-dire la came, j l  suffit do prendre

» •> À I À >Àt tangpi=-a2 tang(JL et — c. q. p. dej ( >

(>•' A u tr e s  m écanism es. — Le lieutenant-colonel Filloux étudie, cm 
outre, quelques autres mécanismes à hachette capables de résoudre les 
équations différentielles du premier ordre, entre auLres vnintéprom ètre  
dit p o la ire.

Il considère également un appareil composé de deux tiges parallèles 
pouvant* glisser i’une par rapport à l’autre; Tune porte une hachette N 
parallèle aux tiges, l’autre une hachette M perpendiculaire.

Fjg. a/ji.

y

\

La hachette M décrit une, courbe à laquelle M\i est normale cl N 
décrit une courbe ù laquelle MN est tangente; lorsqu’on fait varier 
l’orientation de l ’ instrument, r =  y(T> sïra l'équation d* 1 * variation 
de distance des noints \I ci IN.
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Ce dispositif permet donc de tracer des courbes données par 
leur rayon de courbure, en particulier la trajectoire puisque la 
courbe =  est connue par Hiodographe et qu'on a la rela

tion r ~  ~ ~  » Une came portant cette courbe est déplacée parallèle

ment et règle le mouvement de l ’extrémité N de la hachette. L’autre 
extrémité N décrit la trajectoire.

Dans le cas même d’une résistance (b0~{- b̂ v*2) un dispositif à hachette 
multiple et à deux planchettes parallèles permettrait de tracer directe
ment la trajectoire, sans passer par la courbe des rayons de courbure.

2t9. Intégromètre balistique du colonel Jacob. — L'inlôgrométro 
étudié par le colonel Jacob sert à intégrer tout un type d’équations

Fig. 2tj 2.

■ e

différentielles (équations d'Abel) dont l’équation de l'hodographe fait 
partie. C’est donc un instrument beaucoup plus général que l’appareil 
du lieulenanl-coloncl Filloux et le problème spécial de la Balistique ne 
se présente, pour cct instrument, que comme un cas particulier.

Fig. 2 \ 3.

L’iniégrométre du colonel Jacob est basé sur la théorie du plnni- 
mèlre JPrilz, instrument qui consiste essentiellement,en une tige deux 
lois recourbée à angle droit; elle comporte une pointe mousse A  d’une
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part, une lame coupante en forme de hachette B d’autre part, dont le 
plan est celui de l’instrument.

Si l’on fait décrire à la pointe mousse A une courbe appelée direc
trice., la hachette B, qui pénètre dans le papier, guide la direction AB 
de manière que cette direction soit toujours tangente ù la courbe décrite 
par B.

La longueur l de l’instrument peut d'ailleurs varier suivant une loi 
déterminée sans que la propriété de AB d’étre tangente à son enveloppe 
cesse d’être vérifiée constamment.

La directrice étant la courbe D, et Y enveloppe la courbe E, le centre 
instantané de. rotation est en G, intersection des deux normales aux 
courbes D et E.

Soient deux axes rectangulaires O y, Oj*, dans le plan des courbes D 
cl E; y  et !; sont les coordonnées du point A, y ( et \\ celles du point B.

Soit «p l’angle de la base AB de l’instrument a\ec l’axe des y. 
Puisque AB est tangente à son enveloppe, on a

É î.
dyi tangç.

Mais les relations y , — y +  l costp, =  ç + 1sino différentiées donnent

dy\= dy->r c o s ç é W —  /sin<prfo, 

dÇi =  d\ -+- sin  <p dl 1 c o s ç  «ia. (

.Eu portant ces valeurs dans l’expression de on \<>it que dl dis

parait, et il reste
l d<ç -h cos o dy — mii ip cC~ =  o.

Soit y  =  ]\ 0̂) et Ç = / s(0j l’équation de la directrice en fonction 
d'un paramètre 0: on a

4C~/Î(0)d0,

Posons d’autre part

d’où
dv —

1 -t-C*’

portant ces valeurs dans l’équation différentielle, il viendra
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Nous ne considérerons, parmi toutes les équations différentielles 
ainsi formées, que celles où lprendra la valeur Ç.

Nous aurons ainsi l’équation différentielle

Ainsi, si lu directrice est donnée ainsi que les conditions initiales 
el , lorsque le point A décrira la directrice, la hachette tracera
une courbe qui fera connaître, à chaque instant, l'intégrale de l ’équa
tion ci-dessus, c'est-à-dire Ç en fonction de B. (

Ceci posé, supposons qu’on ait une équation différentielle du type

yÿ  -h P -+■  By2 + Qy = o.

Pour qu’elle puisse être intégrée au moyen de l ’inlégroniélre, il faut 
et il suffit qu’on ait P — —  H.

Lu directrice sera définie au moyen des deux équations

d'où
; / i - P .  / J — Q;

Ùr
dO — Q et *1

dü = al\

Application à Vhodographe. —  i° On a mis l’équation de L’hodo- 
graphe sous la forme normale (233) :

avec

. ^ c i>F'h-;&Ft ~t“ "■  " t
a g v

cV=  sin t h----
&

Elle ne se présente pas immédiatement sous la forme requise pour le 
problème actuel, car elle donne, pour P - -  —  R, la solution parti
culière —  o ; il l'este i/0 ̂  +  ■■ ~  i= o, équation déjà considérée (233, »°)
et qui donne la parabole du vide.

Posons alors ~  , d’où J =  Ç t , +  x\ Ç.
On en déduit

v L \ & / J g V 

L ’égalité I1—: -  R donne alors

-H aF t  
m

o.
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a" C'est une équation différentielle qu’on mettra sous la forme

L ’équation sans second membre donne v. =  —  •
v

En faisant varier la constante K , suivant la méthode habituelle, on 
trouve

K|K'1 ==i . | \ — J ,  d’où KJ — v’ - t - — [K — iPYv)],

/» V
où ¥ ( v )  est la fonction ) _= f  a uF J</r et K  uhe constante. On 

aura donc

Ki
cl, par suite,

= -IV — ^  V
6

. /  c* K — V  ) 

1 1 = 1 ~t-----

.1“ Les coordonnées % cl ç de la directrice seront alors données par 
les formules (/0 étant la longueur arbitraire de l’instrument servant 
d’unité;

rfy# __ 0  r _____a F -h v  F ' }

l ï Z ~ ' g ’ü i  ç i  K —  W(y~) ° ’
y' * 4"*

A
t/v

o’est-à-diré

Cette seconde s’intégre immédiatement et donne

Ï^Kj-a/ologCiiu),S-H', /ologj»*+^[K-T(»)lJ.
D’autre part, on aura

aF  +  vF '
c1 ,

==,«?« •+■  K*.
« i + l - f K - ' r t u ) ]

Ces deux équations définissent la directrice cherchée.
Il sera donc possible de calculer cette directrice quand on connaîtra 

la fonction F(v) et le coefficient balistique, en adoptant pour les cons
tantes des valeurs arbitraires.

On voit que ce calcul est extrêmement compliqué puisqu’il exige
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d'abord le calcul de l'intégrale ), qui peut être faite une fois» pour 
toutes, puis le calcul de l’intégrale de 7 , qui doit être repris pour chaque 
valeur de edu  coefficient ba lis tique .

Fig. a 4L

La directrice a la forme parabolique de la figure avec un minimum
en A correspondant à =  0, c’est-à-dire à ~  -f- -  - n, ce qui

donne — — 1 . 
g

En B, pour v =  0, la tangente est verticale.
4° A chaque projectile correspond donc une directrice déterminée. 
La condition initiale V0 permet de déterminer la position initiale y 0 

sur la directrice.
L’orientation initiale ep0 de la tige est donnée par la formule

Mais, puisque Ç =  on a, en remplaçant t par sa valeur (236 )

SUIT -h
c F

la formule

y  _ 10
V«^aina»+-

/ ▼ 8 + j J [ K - V ( V , ) ï

Quant à la longueur initiale l  & donner à la tige, elle est l„z=  /„ Ç0. 
y  V in tè g ro m è lre  du colonel Jacob est mécaniquement constitué :



LES 1NTÉGR0M  ÊT R ES B A LISTIQ U E S. 5 3 7

i° Par deux parallélogrammes articulés PP' avant a et a’ pour points 
fixes et destinés à assurer la translation parallèle de l’instrument.

Fig. 245.

Par une came C, de forme constante pour tous les cas; elle est 
tracée de manière que, entre la longueur à l’échelle OB =  / de la tige et 
l’angle cp que fait cette lige avec la direction fixe *£/', on ait la rela-

lion l /„ tang ( j  +  \ ) •

3° La lige O VBM extensible porte en A la pointe mousse qui suit la 
directrice D, en B le galet de roulement qui suit la came et en M la 
lame coupante qui décrit Phodographe. «

2o0. Autres instruments d’intégration. i° Sous le nom à!appareil 
pour le calcul des trajectoires, le colonel Jacob a fait connaître (19 10 ) 
un intégromôtre fondé sur le môme principe de la lame coupante, que 
le précédent, cl ceux du capitaine Filloux, mais plus spécialement conçu 
pour les usages balistiques.

La tangente à Phodographe étant AM, passe au point A tel

<iBe° , u -ïP<irr
OM est une tige mobile autour de l’axe O j MA. est une tige pouvant 

tourner autour de M, lequel peut coulisser le long de OM. La lame cou
pante est en M, son fil dirigé suivant MA. La tige AM peut glisser et 
tourner autour de A.

Pour réaliser mécaniquement la condition que la tige MA passe par 

le point A tel que O A - * » on construit, dans le plan, la courbe K K ’

telle que, pour tout point P, tel que AP =  OM =: u, on ait PP' =  ^

et l’on fait suivre celte courbe par un style fixé à une lige AP qui se
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déplace parallèlement à C f x  tout en pouvant coulisser dans la niémr

Fig. 24C.

direction. 11 suffira de faire en sorte que le déplacement du point M lo
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long de Ü\I soit égal au déplacement de M le long de PA. Pour réaliser 
ce mouvement, l’appareil se compose d’une crémaillère PAP" qui engrène 
en A  avec un pignon denté ; un arbre transmet le mouvement à un autre 
pignon égal au premier en O, qui déplace la tige OAL à crémaillère 
d’une quantité égale à la variation de PA.

La tige à lame coupante AI V asservit le mouvement de A1 suivant la loi 
de l’hodographe.

Par d’autres appareils annexes, intégrateurs spécialisés à leur rôle 
balistique, on peut obtenir les abscisses, les temps et les ordonnées, en 
partant de l ’hodographe intégré.

'>* Le commandant Parodi constitue son intégromètre comme il suit : 
la lame coupante R est portée par un bras RL à rainure qui peut 
glisser sur le pivot p. Celui-ci, porté par une tige T O p peut se mouvoir 
verticalement, et la came G, qui agit sur la tête T, est taillée de telle 
sorte que l ’on ait Op ~  -g»-  ̂v.

Un fil inextensible s’enroulant sur la poulie I passe en O et est fixé a 
l’aplomb de la roulette coupante R.

251. Machine à calculer les trajectoires du capitaine Perrin. —  Les
appareils décrits précédemment ne donnent du problème général que 
des solutions partielles et détournées.

Obtenir tous les éléments de la fin d’un arc de trajectoires défini à 
l’origine par les données (V 0, a, cj, et, à l’autre extrémité, par le 
temps t, et lire sur des cadrans les valeurs de (x , y ,  e, 7 ), comme on le 
fait sur une machine a calculer courante, tel sc pose le problème dans 
loute sa généralité et sa difficulté. C’est cette très belle question qu’a su 
résoudre le capitaine Perrin, dans sa « machine à calculer les trajec
toires », dont nous allons indiquer ci-dessous les principes.

Si l’on pose, comme d’lj.abitudc, cF (v), on désignera, par abré
viation, 3 cost par et 3 sim; par &y. On a donc pour équations diffé
rentielles du mouvement :

dx -=s u dt, du a= — dt,
dy =s w dt, dw = — g) dt\

d’où les quatre intégrales
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On a les relations
tby
Tx

CP
U tangT.

A. Description schématique de Vappareil. —  a. Quatre rou- 
letles ( A, B), {A', B ' )(fig- se déplacent perpendiculairement i\ leur

Fig, 248.

plan sur deux systèmes d’axes fixes ( O, as, y), (()', x', y').
Les longueurs OA et OB représentenl u et tr; les longueurs O' V

et O 'B' représentent i  üx et

Les roulettes sont portées par des barres (AO, BD), ( VI)', B'I)') 
astreintes à rester parallèles aux axes; par les points de croi
sement (D, D') de ces barres* passent deux autres barres (OD, O 'I)') 
tournant autour des points O et O ' et reliées par un parallélogramme 
articulé (EFE 'F '), qui les force à rester constamment parallèles : «'la

réalise la relation”̂  =  -  =  tang-r.e) g lt 1

Les barres (ÀD, BD) portenides glissières dans lesquelles vient s'en
gager, à leur point de croisement, le tenon D d'une crémaillère portée 
par la barre ÜD. De même pour ( V D ', B'D', (VIV).

Les barres OD O'D' reposent à une extrémité sur les pivots ((),()') c l, à 
l ’autre, sur des chariots S, 2' roulant sur des chemins de roulement cir
culaire E|, S' {fig. a4 i) )•

b. D’auLre part, les crémaillères (0 D„0 'D') dont les longueurs (01),

O 'D ') représentent évidemment v =1 y/w34 - et 3
c

engrènent avec les roues G, ayant pour centre O, et G' portées par Je 
liras E' F' du parallèle»gramme. Üne roue II solidaire de G transmet son 
mouvement, par l’intcrmédioire de la roue I, à une roue IF de centre O' 
«jui porte une came-ayant pour’ profil F(t>) (où v est représenté par
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l’angle de rotation de la came, lequel est proportionnel à la longueur OD > : 
ou plus exactement, le point J devant décrire la courbe F (t'), la came a

pour prolil la courbe emoloppe des cercles égaux à la roulette J ctayanr 
leur centre sur la courbe F(u ). Celte came actionne la tige JK solidaire 
d(ï la crémaillère KL portée par le bras E 'F ' du parallélogramme; et la 
crémaillère KL, par l'intermédiaire de la roue G" solidaire de Gr, déplace 
la crémaillère ( )' l)' do longueurs proportionnelles à son propre dépla
cement.

Fig. a5 o.

ACe dispositif réalise la relation — F (,*’,)•
En effet : i® t  étant fixe, si l’on fait varier OD, qui représente r , le 

déplacement angulaire de la came F(u) est proportionnel à la variation'
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de OD, et la variation de O 'D ' représentant ^ est proportionnelle à la 

variation OK, c’esl-à-dire à F(i>).
a0 Si t varie, sans que OD varie, tout le système (OD, roue G, roue 11 ) 

tourne de l ’angle dx et, par l'intermédiaire de la roue I, fait aussi tourner

Fig. 261.

la came F(v) d’un angle dx ( la roue H' étant égale à la roue 11). Mais la 
tige JK portée parle bras E 'F' du parallélogramme a>ant aussi tourné 
du même angle rfr, sa position relative par rapporl à la came F( n) reslo 
la même et le point K  ne bouge pas sur E 'F '. Par suite, tout le système 
(KL, roues G* et G', et crémaillère O 'D ') tourne de dx sans se défor
mer. #

Donc, quel que soit v, on aura toujours O'IV- F( ()I) ) H- const.
c. Sous les quatre roulettes (A, B, À', B') tournent, d’angles égaux, 

représentant le temps t, deux plateaux M et M\ de centres O et O', 
qui entraînent les quatre roulettes (jfig* a>{()). "

Les barres (AD, BD) sont portées pas des vis 0 \ , I*.,
Les vis P t, P 2 sont entraînées parla roulette! V', par l'intermédiaire 

des engrenages (N, R 1} R2 ), ce qui réalise la relation du - • *>xdt, les 
rapports d’engrenages (N, R.,, Ra) étant convenablement choisis. De 
même les vis Q|, Q j sont entraînées par la roulette IV, par l'intermé
diaire des engrenages (U, S l} S2) cl du différentiel é , (Jiff. •>.) dont la 
roue V, est entraînée par (B'), et la roue V2, au moyen d'un engrenage, 
par le mécanisme qui entraîne les plateaux \l et iVI', et par l'inlernié- 
diaire d’autres engrenages convenables, la fait tourner d’angles propor
tionnels à (gde). L’axe V s tourne alors d’ongles proportionnels 
i\ X ( 3 j , + £•) e?£.
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La relation clw — —  <,'\) -H g) dt se trouve alors réalisée, les engre
nages (U, S {, Sa ) étant convenablement choisis.

d. Les barres ( V D ', B'D ' ) sont portées par des chariots roulant sur 
les barres (B| B2, HK ) du bâti, ce qui leur permet de se déplacer parallè
lement aux axes ( O ’ .r', O'y' ) sous l ’action du tenon D' de la crémail
lère O 'D '.

Fig. 262.

e. Enfin les roulettes A  et B portent des compteurs de tours indi

quant Ç u d t ,J (v etil, et une manivelle actionnée à la main fait tourner

les plateaux JVI et Al' et la roue V 2 du différentiel (.
Un compteur de tours sur la transmission «les plateaux AI et M' 

indique, d’autre part, le temps t.

B. Fonctionnement théorique de l'appareil. — V„ et a étant 
donnes, on calcule u0—-V #cosa, u’0 =  V 0 sina; puis là transmission 
des roulettes A.' et B' étant débrayée, on manœuvre les vis (P, PS,Q ,Q 2) 
(qui portent des compteurs de tours) de manière à avoir OA.^=o#,
OB — (v0.

Onaalors aussi 0 'A '=  ( j f j  ;.0'B'~~ , les transmissions étant
supposées correspondre au coefficient balistique c pour lequel on veut 
déterminer la trajectoire.

On ramène les compteurs de tours des roulettes A et B et des plateaux 
au zéro, et l’on embraye les transmissions de A' et B'.

Faisant tourner alors les plateaux M et AT', les roulettes V et B' font 
tourner les vis {l’ t P2, Q , Q a ) qui modifient la longueur et la position de 
la crémaillère OD, laquelle agit sur O 'D'et, par suite, modifie la position 
dos roulettes A' B'.
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A  chaque instant (t ) indiqué parle compteurde tours des plateaux, on 
aura donc :

x = J 'u  dt, y  — J w  dt, indiqués par les compteurs de tours des

roulettes .V et B;
a® l ’angle t, indiqué par une graduation circulaire ÜS| devant laquelle 

se déplace l’extrémité S de la barre ODS;
3 °  les composantes- u ,  < r de la vitesse restante données par le s  

compteurs de tours des vis ( P| Pâ, Q ( Q a ). .
Tous les éléments de chaque point de la trajectoire sont donc déter

minés.
En particulier, on aura les éléments du sommet au moment où t  passe 

par zéro, et les éléments du point de chute au moment où (y) revicul à 
zéro.

Le compteur de tours des plateaux indique les temps T „  T» corres
pondants.

G. Coefficient balistique variable. —  On intercale sur les trans
missions des roulettes M, B' deux systèmes de cènes renversés reliés 
par des roulettes de manière à faire varier le rapport de transmission, 
c’est-à-dire le coefficient balistique c.

On peut également, par un système de cènes convenablement placés, 
tenir compte de la diminution de la densité de l ’air avec l’altitude.
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I. -  LES FORMULES DES PROBLÈMES BALISTIQUES INVERSES.

252. TnÉouÈwK. —  S i L'on donne, a priori, une relation finie entre 
deux quelconques des éléments du mouvement, en un point quel
conque de la trajectoire, savoir (x ,y , v, t, v), on peut calculer les 
trois autres éléments sans qu’il soit besoin de connaître la résistance 
de l ’air, c'est-à-dire la fonction F(i>j.

Ce théorème résulte de l'hypothèse faite que la résistance de l’air est 
lange u tic lie; celle hypothèse est traduite analytiquement par l’équation

qui est une des équations intrinsèques de la trajectoire.
Si, A cette équation, on joint les relations de déGuilion

dx dy
-gj- ■ - v  c o st ,  —  v 8 ,n

et la relation Gnie que l’énoncé suppose donnée, on atira, entreJes cinq 
inconnues, quatre relations, ce qui permet d’exprimer chacune d’elles en 
fonction d’ unp autre.

Aucune de ces relations ne contient la- fonction F(t>).
On appelle parfois mouvements balistiques ceux qui correspondent 

ù l’hypothèse d’une résistance tangentielle, c’est-à-dirc ceux où l’équa-

l ion —  — g  cos t est vériüée.

C ’est & ces mouvements seuls que s’applique la théorie: actuelle.

283. Définition des problèmes balistiques inverses. • - Supposons, 
pour préciser la nature du problème, qu’on ait déterminé expérimenta
lement là trajéctoire d’un projectile, en relevant, par exemple, les points 

i>. «MUMQimta. vous r. 3*
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d'impact sur des écrans convenablement disposés, La courbe ainsi déter
minée pourra être représentée par une formule y  — f ( x ) avec une 
approximation plus ou moins grande.

Le problème balistique inverse consistera tout d’abord à obtenir les 
valeurs des autres éléments (v,  t, t ) au point (a?, y )  et le théorème pré
cédent démontre que la solution en sera toujours possible.

Mais il sera possible également de porter les valeurs calculées dans

l’équation de l’hodographe —  — - et, par suite, de déterminer

l’expression de la fonction F, seule inconnue de cette équation; la 
fonction tainsi déterminée représente la loi de résistance de l’air qu’il 
eût fallu admettre pour que la trajectoire fût, justement, représentée par 
la fonction^* =  f ( x ) .

Si l’on choisit y  = / (a?) arbitrairement, c’csl-à-dire en dehors des 
quelques formes que l’on obtient par une intégration rigoureuse des 
équations différentielles en choisissant convenablement la forme de la 
fonction F(u), on trouvera, par la solution du problème balistique 
inverse, une expression de F  qui ne sera pas uniquement fonction de la 
vitesse'de translation u; il y entrera d’autres lettres t, y , . . . ,  qui 
d’ailleurs seront exprimables en fonction de v ; mais il s’introduira alors 
les caractéristiques de l’origine de la trajectoire, c’csI-iV-dirc ( c, VQ, a).

On aura ainsi altéré la loi de résistance de l’air expérimenude, cl, au 
degré plus ou moins grand de celle altération, on pourra juger du degré 
d’approximation que l’équation y ~  f (  x )  comporte et des hypothèses 
.que son adoption entraîne.

Il est possible, par exemple, que, graphiquement, In courbe (>* f(.r)
adoptée sort d’une approximation très suffisante pour résoudre certains 
problèmes qui ne dépendent que de la géométrie de celle courbe (par 
exemple, problèmes de pointage), mais que celle môme courbe, bnlisti- 
quement, c’est-à-dire quand on déduira la loi du mouvement du projec
tile qu’elle entraîne, ne conduise qu’à des valeurs grossièrement 
erronées des éléments mécaniques tels que la vitesse, le temps ou la 
résistance de l’air.

Au lieu de la relation y —  / (  x), on peut se donner une relation entre 
deux éléments, par exemple *=-- <p(v) ou x  =  On aura ainsi une 
série de problèmes balistiques inverses.

D’une façon plus générale, d’ailleurs, on peut dira que le problème 
balistique invérse traite de toutes les questions où l’on part de relations 
finies théoriques ou empiriques entre les éléments de la trajectoire et où 
l’on cherche à remonter aux hypothèses mécanicrucsau’il faut sunnoser
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pour que, introduites dans les équations différentielles exactes du mouve
ment, elles fassent retomber sur les relations finies, dont on peut vérifier 
ainsi les aptitudes balistiques.

2o4. Form ules de Lagrange. — Ces formules donnent la solution du 
problème balistique inverse, lorsqu’on suppose donnée la courbe balis
tique tr  = /(«r').

Désignons par )*', y* les dérivées successives de )* par rapport 
à ,r.

*

i w Inclinaison. - -  On a d’abord tangT =  f) d'où

(i) cosx s =  [H -.y ,2J 2 .

Vitesse. — En différenliant l’équation qui donne tang?, on en 
déduit

Mais, on a

ch
C05, T

=  y" doc.

dx  =s —
cos2x
£

dsz
cds2*:

On aura donc, <*n éliminant ch
cos-x’

(•0 t)s = ■ I -+-/»
f  ’

La vitesse horizontale u sera donnée par la relation

*
doc3° Temps. — C om m ^ - -= u, on aura pour le temps t l’intégrale

<« ‘ - n - i h

4° J Insistance de l'air. —  La fonction F, ou plutôt l ’accéléra
tion ô =  c F(u) de la résistance de l’air se calculera ainsi qu’il suit : 

Différenliant la relation
a

on obtient
d*m



548 CHAP. I I .  —  PROBLÈMES BALISTIQUES INVERSI S.

Mais, comme la première équation du mouvement est

dix
dt* =  — c F cos'

on aura, en identifiant, eÇ remplaçant c o s t  par sa valeur trouvée plus 
haut :

(5) cF = g y
i f - >*•

On peut mettre cette équation sous une autre forme, en remarquant 
que

g’ — —  et que * cos3': = (i-4-y*) 2.

On aura ainsi

(6)
y"Ù sa cF = — —  i;4 cos3t.
*5

Ainsi donc, le problème balistique inverse est complètement résolu à 
l ’aide de différentiations, à l’exception du temps t qui esiige une inté
gration.

Les trois premières dérivées ÿ M ont pour expression

j> '=  tangr, y  = - - > > y"= -2 Æ £ L .
J û cos*":

5® Rayon de courbure. —  Comme on a (160) /* =  - -
„ * 

ï - , _1_
plaçant par (i -f-y-'-*)3 et vs par — g ..- ; • ••> il viendra

’ COb*ï
•> rom-

— y
pour valeur du rayon de courbure en un point de la trajectoire, cc qui 
est bien l’expression connue du rayon de courbure en coordonnées carté
siennes.

6° Résumé. — Le Tableau suivant renfernae les formules ci-dessus 
établies ?
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7° On pourra écrire encore cette dernière formule, d’après 
Greenhill,

c F _  \rfa*
v* ~ ~V

a5 l0«^

2oo. Formule de J. Bernoulli. —  La formule ( <i,1 :

'> fcF(n)
*  V% COS3*w 9

a d’abord été établie par J. Bernoulli ( 1 7 1 9 ) par une méthode que nous 
exposerons plus loin (t. II).

De son côté, Borda (17 6 9 ) l’a démontrée non par la voie détournée 
qui vient d’être suivie, mais tout àfail directement comme résultant de 
renoncé même du problème balistique.

Nous donnons ici cette très intéressante démonstration, en conservant 
le texte et les notations de Fauteur.

Problème. - Trouver la courbe décrite par un corps pesant sphé- 
nque, qui se meut dans un milieu résistant.

Solution. — Soit AEO cette courbe; je tire à des distances infiniment 
petites et égales les ordonnées EB, FC et GD; j’appelle AB, #, BE, r, 
VE, s7 la vitesse avec laquelle le corps parcourt EF, i'; le temps

Fig.

employé pour parcourir AE, l; la résistance du lluide au point E, A ; et 
la force de la gravité g.

« Considérons le corps lorsqu’il vient de parcourir EF avec la 
vitesse v, il est clair, que s’il était abandonné h lui-même; il parcourrait 
dans l’instant suivant une ligne FK dans le prolongement de EF qui 
serait à celte ligne EF comme la durée du second instant est à la durée 
du premier : on aura donc

d t : W  : : d s : P K ,  d’où +
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mais si l’on suppose que pendant le second instant le corps éprouve 
l’action de la gravité et la résistance du fluide, et qu’en vertu de ces 
deux forces, il parvienne en H, GH sera l ’effet de l’action de la gravité, 
et GK sera celui de la résistance du fluide ; on aura donc

et GK =  A dl1.

» Maintenant, puisque BC =  CD, on aura

FG =  EF =  ds, FK =  *  +  - s~  = d s  +  GK.
* d t

Donc GK =  -s Par la même raison, GH ~  -  d dy : on aura donc* dt 7

«3 dt* sa et g d l-^  — ddy\

éliminant dt, on aura

d d y - ~  g  ds d*y. « c. Q. F. T. e t n . » ( B o r iu ).

On passe de ces formules à celles qui emploienlles notations actuelles 
en remarquant que ddy2 est mis pour y  - et d*y pour y"; enlin,

ds pour ^  =  cosx et 5 pour c F ( v ).

On a donc
Yw

2cF(u) = geosz— *̂

Avec la relation y  ~ - on arrive à la formule du texte.

a
236. Sur l’équation différentielle de la trajectoire. — La relation (à ) 

du n° 234, si l’on met dans le premier membre la fonction K( r ) 
expérimentale de la résistance de l ’air où l’on aura remplacé r par sa 
valeur (a) en fonction des dérivées/' cl y ,  deviendra une équation dif
férentielle qui sera celle de la trajectoire..

On aura ainsi l ’équation différentielle du troisième ordre suivante :

y '( l + y v + t j y * v [ ( r t l ± £ y ] * a<>.

i® Pour c — o, elle devient/'" =  o, ce qui donne l’équation d’une 
parabole.

a® Pour cF(t>) btv, on trouve

y” +• aé, (—/')t' «  o.
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L ’intégration donne

3JI

( ~ y ÿ

%bi
7 t

=  — Aj, d’où y" = ( -4- Ao )“ 9
puis 

cl enfin
y ~  t :\i Ai a?-t- Ao *+• As ;

J  =  Ai«r -+■ ~ lo g (A if f -h  A0).

C'est l ’équation de la trajectoire; les constanles à 0 et À 2 sont déter
minées par les conditions initiales V 0 et a. On a

* A 1 .  «Jtanga =  — ~  -+- A2 et A J = - f .
Ai Ao g

3° Si l’on part de Péquation (6 ) du n° 254 et qu’on suppose : a. que 
c o s t  soit assez petit pour qu’on puisse remplacer ce cosinus par Funité; 
h. que la résistance soit biquadratique, c’est-à-dire que c P (r)  =  6 4r \  
on trouve

--

La coui'be balistique est une courbe du troisième degré, de la forme 

y  sa Ai v  -+- Aâ.r3-+- As#3,

avec 6 A a~  - 2g b %} et V, cl Va étanl déterminés par les conditions 
initiales

fr «
' Ai =  tanga ot 2 A2 = ------- •

110
I/équation est donc

a» P j  "I
jre la n g x —

2o7. Sur une forme d’équation de la trajectoire. — On a la formule

</#3 u* cos3 t ^

Tenant compte des conditions initiales

( S ) . - —  « 0 £ f ) . - 4 -
il viendra, en intégrant d’abord deux fois, puis trois fois :

8*angtsfe tanga— ~  -
« S uv -/o«r*rJ a t/n

* cF
cos3^ dx,

» » ! « * « - d » f  d x f
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Mais, une intégration par parties donne

r T . r x oF , r * cF , r *  xcF  ,
X  TJt C0S’ T X ~ J 9 v'cos*-. X X  u‘ eos»i

Le second membre peut s'écrire, en remarquant que la lettre qui 

, figure, pour représenter la variable, sous le signe J  n’influc pas sur 

le résultat :

r v cf -  r  cFe r
t>* c o s ‘ t  ’  , / # V »  C O S » t  ’  V *  C O S 8X

eF^.

Dans cette forme d’équation, où x  ne figure que Comme une constante 
indiquant la limite supérieure de l’abscisse Ü, les lettres v et r sont les 
valeurs de la vitesse et de l’inclinaison pour l’abscissc !j, dont elles sont 
fonction.

On aura, de même, pour l’intégrale triple qui entre dans >• : 

cF
f .  * 5 5 5 *

= f X x d x  f * .  c?-— d x -  f ' d x  f 1
X  ’ X  vl cos‘' •'* X
x* r '  cF , i r*  a?ioF , /'*

~ a Jt «‘ cos*t x a X v4cos*t x x ./
xo F 

v * cos**; dx-h r  Jïtaï.
J0 t̂ COŜ <U

v‘ cos*t ç «,/ l’‘ cOSJT ’ ’
On aura donc les deux formules suivantes :

y -  * ungtt ~ f  - %gel  f e î ?  F<*) <<*■>

tangT sa tanga — ££Î
aa? ■ ' r(,>*

Dans ces intégrales, v et t sont considérées comme fonction do 
On écrira encore, en posanb Ç ;=s Çx, avec la variable Ç (x étant ici 

une constante, limite supérieure des intégrales)

langx =  U D g « - Ç

y = x tanga — ££*.
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Cette forme d’équation de la trajectoire a été utilisé par le colonel 
Siacci, par M. de Sparre, à qui est due cette démonstration, et par le 
lieutenant-colonel Vallier.

Remarque. —  On peut donner (colonel Vallier) une démonstration 
beaucoup plus simple de la formule

y  =  x  tanga —• — ê c J ^

de la manière suivante.
Intégrons par parties l’équation

y  — f  tangvrfÇ.
. ■ 0

On aura, en tenant compte de la relation d\ —  — —

P r .  d  tan "’:
y  —  x  tangT — jf Ç— ■ rtang-: -!- , ? f

Mais, on a identiquement

r* dt
* X J 0 JJ! - - . r [ t a n g T -  tangaj.

Par suite, eu remplaçant x  langt par sa valeur, on écrira 

7  =  :rtat>g*-t A-jf (x — •

Intégrons de nouveau par parties, on aura

^ * ,ans * - ? [ ( v T ] I +irX
M a i s f

cK(t>) • On aura donc

C ’est la formule annoncée.

238. Sur un théorème relatif à l ’angle de portée maximum. —  Prenons 
l ’équation de la trajectoire sous la forme précédente :

y  os étangs- ££Î
9«j

- g e j
Vfl

(* — O*
v* C0$9':
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qui donne la portée X. par la relation

et, remplaçant d\ par ^ ^  viendra

- - - ^ - i P ^ - î S v

9.

Soit

V3 ' COS®T

Dififérentions par rapport à a. On aura

ây. __ ^ cos a dX -t- X sin« à* 
cob2« ~~ Y l coŝ cc ~  r * 1 d X + f  [ ( S )  ^ + (ire )  *x

Fig. 254*

S’il s’agit de la portée maximum, <?X =  o, et l’on a

i g Xmsin«h /àl\ _f_
 ̂ ' cos*«u VJ co>**u \d«/uXji*

Il faut.donc évaluer ’

Celte intégrale se composera de deux parties :

-  àl  -  *» F (V»> _  r ±  r (x~ s)«F (v> i
0% VJcos** J a d* [ o*cos*t J
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La première se rapporte à la limite de l'intégrale; la seconde à la dif

férentiation sous le signe / , les variables £ et v étant exprimées en 

fonction de t et de a.
Si Ton admet, avec le colonel Vallier, que l’intégrale du second 

membre est nulle, on aura, en remplaçant dans (I) la relation

Y
c o s « m =  s i n a j u - h c F o ) .

Cette formule détermine, dans le plan où Y on aurait tracé la courbe (i) 
des portées X  en fonction des angles de projection, une seconde 
courbe (II) qui coupe la première au point de portée maximum (fig . 20 \ ).

Mais, si cette formule est vraie dans le^vide (c =  o) et, ainsi qu’on le 
verra, dans le cas d’une résistance linéaire, la démonstration n’esl pas 
faite dans le cas d’une loi quelconque de résistance.

2o9. Autres problèmes balistiques inverses. — i° Supposons qu'on 
donne, comme relation finie, x  =  tp(f); 011 en déduit la vitesse horizon
tale r par la formule u r= of ( t) .

De la formule dt =■ = -  > on déduit
g  C O S * T

r i dt
langT =  t a n g a -  ç  f 

qui fait connaître rinclinaison v.
L’ordonnée tr , qui est définie par dy — dx lange, sera'donnée parla 

formule

Résistance de l ’air. - On écrira, puisque -=«p*(l),

ç*(/) s  — c F cosi =  — c F ^ ;

mais ©'(/J : u, donc

Par suile, il viendra

h

f.(t) - _ c F
V

eF —  v 9 '« )  
9'(0 '

Le problème balistique inverse est encore complètement résolu. 
a0 On se doâne Fhodograplie. Si l ’on pyse, par exemple, t> =  lF(r),
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es autres éléments seront fournis ( 158) par les équations

g dt = — W — , gdx =  — T-* dz, g dy =  -  U”  tan g-, d-z.
CO S T

D ’autre part, l’équation différentielle de l’hodographe

d(v  cost) __ C p, 
d-z &

étant développée sous la forme

cF
ê

sinr — cos*u dv 
~v~ d ï'

on voit que la fonction F sera détci'minée par la relation

c F  . ¥ '(■ :)
------ =  S i n -  —  C O S ~  rr—  {  ■§ V (t)

II. -  APPLICATIONS.

960. Trajectoire de Piton-Bressant. - La trajectoire de Pilo 
RressanL esl la courbe du troisième degré :

y  =  x  tanga -  +  A V J* ;,

K  étant un coefficient constant.
On calcule immédiatement :

- u *<—

J ' — V ï f e ' , + 3A V'* I '

^  cosaa

En employant les formules du n° 92>4, on obtient : 

i° Inclinaison? en fonction de

n ’ ,y ,  , * *  tapgg" V » W a  ( ‘ +  |  * v l» ) ’
, »' 1 '

a® Vitesse Àorwon^fej én fonction de a?,
»* > t 1 *

U tas SXy\s>)~*  ;
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3° Temps, en fonction de

\° Résistance de l'air,
3 K  v i cossi

cl' ---------------y—  •2 COS1»

On \<>it que la résistance de l’air ne dépend pas seulement, en un point, 
1 le la vitesse r , mais aussi de l'inclinaison t et de l’inclinaison a à l’origine. 
On pourrait exprimer cos97 en fonction de v et de (a, V #, K).

La trajectoire de Piton-Bressant altère donc la loi de résistance de 
l’air. Dans le cas où a et v sont assez petits pour que les deux cosinus 
soient, sensiblement, égaux à l’unité, l'équation de Piton-Bressant sup
pose une résistance c l' =  r 4,c’est-à-dire biquadratique.

11 en serait de même si le rapport pouvait, dans les limites de la 

pratique, être remplacé par une constante indépendante de a. Cette 
dernière hypothèse est connue, en BalisLique, sous le nom d'artifice 
d'intégration de Dtdion et peut s’appliquer à des lois de résistance 
quelconques.

261. T rajecto ire  du gén éral D uchène. - i° Soit donnée la  courbe 
balistique :

.r =  r  tanga -  +  a x + b s * ) ,

a (‘l b étant des constantes. 
On Formera

Donc

y  - tangs *■  v j S r s  [ ■ l a* + >

y = - rVJ co$aa 
3/r

[ l~ h 3«Æ -“t-6Ô3?a}7

tanga --- tanga -  [1 ■+■ § +  * b x ' J ,

H* I4-3a.r4-(>&d?ï,
1 P* 1i zs ry I [t 4-3aff 

y 0 Jq

cP  sa —  t/f a* 8 6 ) U* COS* T -f* 8 & VJ co$*«.
A VJ cos* a
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La formule qui donne le temps s'intégre en posant

= o i  (i -t- 3ax-Jf  6àa?*) =  3 long»?.
— <St)

a” L’expression de cF(i>) prend une forme particulièrement simple si 
l'on suppose 8 è =  3 tf2.

On a, en effet,
1  3 a  c 8 cos* tcF = —  «-------a »o cos a

Si l'on fait sur t et a les mêmes hypothèses que pour l'équation de 
Piton-Bressant, c’est-à-dire co st  et cosoc voisins de l’unité, ou si l’on

3 fi
emploie l’artifice de Didion, on voit que cl7 =  j y  o*.

L ’équation du quatrième degré »

y  = *  tanga~ aV^ slg ( i  +  « V,* +  V|a** J ,

correspond ainsi à la loi cubique

cF = -« V . a

3° Pour b =  o, on a la loi biquadratique

cF  = 3a v4
a V f

262. Hyperbole de Newton. —  Soit l’équation d'une hyperbole 
admettant une asymptote verticale et une tangente à l'origine égale 
à tanga :

y
ni a x — .g* 
a tn — x tang»,

a et m étant des constantes.
On calculera :

> y  (f>\ —  x ) — y  sa — {a —  '>x) tnngs,€1
" 2 m

* y"{ni —  x )  — * y ’ =s—  -  tanga,

y ( m  — x)~3y'=z o.

On en déduira :

i° U inclinaison en fonction de x,

tangt m T m(m~~



APPLICATIONS. 55g

2“ La vitesse horizontale u en fonction de x,

{(t_  g a ( m - x ) *  m 
>mi (m — a) tanga’

■ >" Le temps t en fonction de x,

* = — a) tanga [(/» — a-) À — m

La résistance de Pair c F, dont l’expression est cF  =  — J
sc calculera ainsi qu’il suit : 

ün  a

i l  J i l
•ig cos':

y  =
mais

Donc

3 r * ______ _
ni — x  «*(m —  x) '

3*

y — -
ï +

On aura, par suite :
« *[*/«*(/»— a) tanga]*

cF =
•> m2 ( m — rt ) lang a ] ■*

u~s
l- cos T

Mais, à l’origine, a cl m sont liés aux caractéristiques initiales delà 
trajectoire par l’équation

_ #am 
0 2 ( m  —  a )  tanga’

qui résulte de l’équation y  ~~— ^  • 
On peut encore écrire

i
a m V^smaa

On aura, par suite, en portant dans cF  la valeur de (m —  a) tanga, 
l ’expression

(O cF se
X  1  

3 u % u *
% moos'c

Ainsi, la résistance dépend, dans ce cas, comme dans celui de l’équa
tion de Piton-Bressanl, non seulement de la vitesse v, mais aussi de 
l’inclinaison t  au point considéré, inclinaison qu’on peut, d’ailleurs, 
exprimer en fonction de » et des données initiales. •
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Dans le cas où a et v restent assez petits pour que leurs cosinus 
soient pris sensiblement égaux à l’unité ou dans le cas où l'on emploie 
l’artifice de Didion, la trajectoire hyperbolique de Newton suppose 
une résistance de la forme

c F

Si l’on a choisi pour m, qui est arbitraire, la valeur

il viendra

î

cF sa H A

La résistance est proportionnelle à la puissance j  de la vitesse.

6® Formules du lieutenant-colonel Petitcol. — Si l’on poursuit la 
solution balistique avec l’hypothèse de l’hyperbole de Newton, on arrive 
à d’assez curieuses formules, dont voici les principales.

Appelons xr la distance de l’origine & l’asymptote verticale. < )n peut 
écrire l’hyperbole de Newton sous la forme

g x * x'
y  =  x  tan ga------rS-----r----- -,----- *J °  a V J cos* *  v  — x

ce qui s’identifie avec l’équation donnée plus haut en posant :

m  =  x ' et a (  in - —  ■ ■ f * --------\  a V Jsm a c o sa /

En introduisant la portée définie par

g  «•'— X- v _ _  = 1 _ r M ng«, *

on peut écrire l’équation de la trajectoire

(  x  x '— X \

Dfe la formule de la tangente

y ' .  tanga -  - J ™ '
8 ayt co#*a (x 1— T)*



APPLICATIONS. 36l

on déduit, pour l’angle de chute,

tangco = 2VuSin2sc tangco— ^ —  ou encore -— —tanga
VI sïn2a

“  SG— X

Pour le sommetdela trajectoire,y* — o, on trouve, enposantto, =  — co :

i  i
v -3 -' 3*( * X  V-
’ * \V J s in i a /  i  J. ’x 0 '  tang2(ot -+• tangua

tanga tangwj

Gang* «i-+- tang* a)

Pour le temps t, on trouve, en un point courant,

et, au point de chute, on aura la formule

SV
T» = Æ ,

comme dans le vide.
Pour la vitesse restante, on obtient

V0sîna /  tang or \  * 
\  tang «uj /bUUOj

et, enfin, pour la fonction de résistance de Vai\

r  F VoU cor a (a ? — a r \*osa f a i ' —  g r \ *

Remarque. On trouve, chez divers auteurs, généralisée F hyper
bole de Newton sous des formes telles que

/ x' Y  
\ w ' - - sgJ

ou
•J,S!a,tan* a - r 7 j ^

'  —  u,'g“ “  3 v f £ î î  ( ‘ '^ 'alo? 7 = î )  ''

263. I>es coniques comme courbes balistiques. — Dès le début de la 
Balistique, le désir de ramoner & une forme simple l’équatioû de la tra
jectoire conduisit & essayer de rémplacer cette trajectoire par un ar<; 
<le conique.
i , , Newton proposa d’adopter une hyperbole dont l’une des asymptotes
1 , r . aiUAMKIHSR' 30
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était verticale. Depuis, les recherches de Saint-Robert semblèrent 
encourager à suivre cette voie; il démontrait, en cflbl, que la trajectoire 
réelle possède deux asymptotes dont une verticale, que le sommet si* 
trouve plus près du point de chute que de l’origine, que la courbure \a 
en croissant jüsqu’à un point situé entre lè sommet et le pointdc chute, 
pour décroître ensuite indéfiniment. Toutes ces propriétés se retrouvent 
dans l’hyperbole de Newton.

» Aussi de nombreux auteurs, parmi lesquels nous nous bornerons à 
citer Indra et OEkinghaus, ont-ils repris à leur compte l’hypothôso de 
Newton en admettant que l ’on pouvait, sans erreur sensible, remplacer 
la trajectoire réelle par un arc d’hyperbole. On a également proposé 
l’adoption d’un arc de parabole à axe oblique (£20, 4U) » (G1 Batailler).

Aussi, paraîtr-il intéressant de traiter d’une façon générale ce problème 
pour nous rendre compte des hypothèses qu’une telle solution comporte 
et des cas où son application pourra être légitime. La discussion qui 
suit est due au commandant Batailler.

i° Dans ce problème, on prend l’équation générale des coniques 
passant par l’origine sous la forme

en posant
\ y  — i -e l i x  —

•Ç =  i — >.ax -f la9x*.

Si l  <  o, on a une ellipse; si l —  <>, on a une parabole ; si l >  o, ou 
a une hyperbole.

Si, dans cette dernière hypothèse, o n a / v  i , les directions asj mpto- 
tiques sont comprises dans le troisième quadrant.

Fig. ?55. Fig. ?!>().

Si l  >  i , une des directions asymptotiques est dans le. troisième, l’autre 
luns le premier ou le quatrième.
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L’hyperbole ressemble donc assez, comme forme, dans ce cas, et sur 

une certaine partie, à la courbe balistique. Le centre de eetle conique 
a pour abscisse a.v—  ÿ*

Les dérivées v , y" et )-'" auront pour expressions :

r  -r(ï — a l x ) Ç
XV

(/— u ; J =

- r m =  ~ ( Z - i> d  — aZ*)C ■> S!rV co*-:

Soienl donnés à l'origine \ 0, a cl c F 0, résislance initiale; on aura

d'où

B =  A. ta n g a — a ,  

A^ = — i),
•>. — co< a

a = r ¥° - 7 â ;
î

cF0
V Jco sa’

a •> cFp 
3 V,2» cos a

Vins! on pourra déterminer «, À  cl B en fonction des caractéristiques 
initiales cl du paramètre arbitraire L

Lu forme de l’équation de la trajectoire est la suivante* :

A2jf*-+- (B* — /« * )rs— a Aa?/ H -  v ( a  H -  I»)# — > \ y  -- <>.

Résistance de Vêtir. — Des deux relations

on lire
u»

Do l’équation

n■ , i;! et «g A ^ • Ot

w = z*0 £♦ .

y* i — •>, a jo ■ +•

on tirera, par résolution de l ’équation du second degré,
I

1

« - / « # »  [ « - Z /4 . z ( i ) , J .
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En portant ces valeurs dans l’équation qui donne cF, il viendra

t

c F
rFo cosse 

cost

Ainsi que dans les exemples précédents, la loi de résistance contient a 
et t . Elle ne sera pratiquement dépendante de v seulement que pour de 
petites valeurs de t et de a. C’est donc l’emploi de, l’arlilioe de 
Didion (260 ).

On aura alors

Une tcllcioi pourra être admissible et susceptible d’applications pra
tiques si l’on peut déterminer le paramètre arbitraire l de manière à 
compenser suffisamment la courbe expérimentale de la résistance de l’air, 
a partir de la vitesse initiale V 0. •

3° Discussion. - Pour la discussion, cherchons le degré n de la résis
tance eh chaque point.

Ce degré, défini par la formule n — ■ ■ ■-> a pour expression
»

- /j l V _  l ~ '

v J  i

Le degré initial (>' — V#) est n —  | ( i  +  /); l,ül,r un,“ vitesse iuli 

nimenl petiter, il est égal, quel que soit /, à 2 .

La discussion peut être résumée dans le Tableau suivant :

— » < / < — i... Ellipse. — La résistance éroît &, partir de V0. Maximum pour
, |

, y- = ' EH® décroît jusqu’à xéro; pour v ■ ** o, elle1
est tangente à l’axe des cF. Le degré d’ablord négatif, puis 

, nui, croît ensuite jusqu’à

— ï <  ? <  o- ... Ellipse. — La résistance diminue jusqu'ù zéro ; la courbe est

tangente à Taxe des cF. Le degré n positif croit jusqu'il y



APPLICATIONS. 5 6 f>

/ — O

<> < l <  »

Z = l

i < / ; »,

P a r a b o l e . — La résistance est une p a r a b o l e  de degré |  :
d

on a c  F (v ) =  b v J .

H y p e r b o l e .  — La résistance est concave vers le bas si / <  0,22 
' si Z >  0,22, elle est d’abord conca'se ’iers le haut jusqu’au4 , | m £

J=  0,28 — • Le degré toujours inférieur àpoint ( £ ) '

va en diminuant jusqu’à £•

H y p e r b o l e  à  a s y m p t o t e  v e r t i c a l e .  — La résistance est une 
p a r a b o l e  de degré - •  On a c F (« )  =  b v * . La résistance est
tangente & l’ave des v  à l’origine. C’est le cas qui corres
pond à l’hyperbole de Newton.

H y p e r b o l e .  — i° S i  l  <  2,28. La courbe de résistance pré-

(
v \s / _ .

—  1 =

termine normalement sur l’axe des v  au point ( - ^ ) * =  L l l - l .
\ Vo/ l

Le degré n  est toujours >  |  et croît de (1 -*• l )  à co.
o 3

a" Si l  =  ■>,•&. Mêmes propriétés, mais pas de point d’in
flexion.

l̂ a ligure ci-après représente quelques-unes (les formes que pcnl 
présenter la lui de résistance.

D’après cette discussion, on voii que, seules, les valeurs de l >  i 
peuvent convenir pour représenter la loi expérimentale de résistance 
dont on a indiqué la forme (8 ).

En particulier, une compensation de ce genre peut, d'après la forme 
de la courbe des F(t>), sc concevoir dans la'région des hautes vitesses 
oft, moyennant une détermination convenable du paramètrearbitraire f, 
elle peut être substituée à la loi de Chapcl F(t>) — t>{ »* — £>0, qui pré
sente la même limite d’emploi.

( )r, on peut représenter, dans la région des vitesses supérieures à 'Soom, 
lu loi expérimentale de la résistance de l’air par la forme (9, G0 )

F (v)«  VMv*(t>*— n ).

Nous pourrons donc déterminer le paramètre/en identifiant l’expression 
de F (v) avec celle qui a été trouvée plus haut et qui eài
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Ïidentification se fera en prenant

'  / =  et F ‘ =  m ( \ ‘ - n ).
vfrv

Avec cette valeur de /, la trajeeloire est une hyperbole du second 
legré) dont l’équation, qui a été donnée plus haut, est tout à fait dillé- 
•ente de celle de Newton, qui correspond à l ’hypothèse l -= i .

Fig. a57.

Dans l’équatièn de la trajectoire, e.n plus de l . figurent les coef
ficients A., R et a renfermant cF» que l’on exprimera par la for

mule F; =s M (v,; —  n ), en fonction de M et de N.
Cette trajectoire correspond, dans l’hypothèse de l'artifice de Didion, 

à la loi de résistance, très admissible entre certaines limites :

F(t>) =  V^MvK v* — N ).

264. Deuxième problème balistique inverse (x, l). — i" Supposons 
qu’on donne b ,x  — itn(\ ■ e~i<e), comme rclaLion outre l'abscisse et le 
temps. La résistance de l’air est donnée (243) par la formule

cF ?= — v ?'(n
VU)

’  ?'(0 = *  ?*(0 s »  —  b t

On a
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d’où

c F =  btv.

La résistance est linéaire. 
Soit la formule proposée

On a 

<l\>ù

Donc

b i t  =  ~ - ( e b*v — 1 \
> o

btœ =  log(iH-6sVo<):

a f f t \    ^  0 ,, v / f \  _  ^ 2 ^ 0
1 ^  ~  t - h b 2 \ a t '  V ( 0 -  ( i - 4- AjVo<)3"

cF = MV«
(H-ôjVoO

Mais, puisque u =  <p'(f ), on écrira

c F = éju* cost.

C’est donc la résistance quadratique que l’on suppose, si l’on prend t 
assez petit pour que le cosinus reste très voisin de l’unité (ou artiGce de 
Didion).

.1" Soit x  =  ■ (formule de d’Antoni ).

On a . . . - 4  / j u - f f   ‘iABu = 9 (t) — ~ —b > o ~

Par suite,
11 -+- Bï)* (î -+- \it)*

_  o '( 0  aBt> aB r  î B |
c F - - l )  JT7T’. — -----SZ — -?=■  ü V M ~  “7= COS'* T.<? O 1-+-BÏ y/Â y/ A.

f  Soit 

On trouve

f== — (i-t-aar-t-ô**). 
«# 7

,, ‘* « 4 COSs,t  /— ; r-T---------T-r—
cF ................—  \/(a*-~-ib)u +  SbUÿ.

no

On pourra identifier (cas de l'artifice de Didion) cette loi à une loi 
donnée

en prenant
eF «  v5 y/Mt> 4- N,

é  =  — % o* » V .(M V ,4 -N ) .

Cette loi peut, dans certaines limites, représenter la ldi réelle de résis
tance.
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26o. Autres problèmes balistiques inverses. —  i° Quelle loi de 
résistance suppose Vintégrale de Vhodographe r cos(S-j-z) — t/, 

et q étant des constantes?
La formule générale est

Or, ici

V ( t )

On a donc

cF
S

V i t )
=  5 . 1 1 , - C O S , — .

<1
C O i ( 0  + T )

» d’où r(T ) = ? < i n ( 8 * - l -  t )  
cçs*(0 ■+■ t/

c  F . sin(0-+-T:) sin0
—  — SIU " "" cos‘' cos(0 -+-?) b in (0 -H x),>

Donc
± * ) v .

<i l

La résistance est proportionnelle à la vitesse.
a0 Quelle loi de résistance suppose Vintégrale de Vhodographe

On en déduit

1>

n ô n u n c o s n z
tang 0.

î

cosT(tang0 — (ang1: f
V(TJ.

Formons W 9on trouve, d’après la formule»

a . vr— =  sim :— tîtCOst,
& ll

la valeur suivante pour la résistance 3 :

du, encore,
n cost (tangb — tangx) 

-  g  C O S 0  *o) ~  — — 7,-7 <*
n sni(0 — z)

La courbe polaire (3, t) est dont ùne droite parallèle à l’asymptote 
,qui coupe la verticale de l’origine'en un point tel que

i Ou peüt encore écrire 3 sz è„M" cos'’'"'1,,  ce qui montre <|ue l’équation 
proposée de l’hodograpbe représente une loi de résistance monomo, 
modifiée par l’artifice de Di dion»

i
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o" Quelle loi de résistance donne, comme hodographe, «ne conique 
rapportée à son foyer ?

La conique ayant l’équalion
aV as --------------- --------

t - h î)cos(0 -ht:;

( a, et S étant constants ), pu trouve

W(Z)=Z

d'où

—  sin(0-H t ) 
[i -HT] cos(0

c F u . . A1—  =  —[suit — nMnO]. 
& a 1 J

Choisissons 0 =  o, il restera, pour équation de la conique,

t

<*l, pour la résistance,
I +  î) COST

au a*

Cette loi dépend non seulement de la vitesse mais encore des carac
téristiques ù l'origine impliquées dans r\ et a .

4 ° Quelle loi de résistance faut-il supposer pour que la trajectoire 
soit une circonférence?

L'équation du rayon de courbure est ~  =  —  g  c o s t .

Si r est constant, l’hodographe a pour équation

Donc

Donc

t»8 =  — g r  cost.

W(t ) ss [—  gr]* cos* t , V '( t ) s=— — gr  J* sin t cos * t.

c F 3 . 3 /  ^
—  ~  —SUIT =as —4/ I — —v »  "

1 g  a î V  £■ *'*•*

5° Voici encore un problème analogue : Un point pesant lancé hori
zontalement (fans un milieu dont la résistance est proportionnelle à 
sa denSité et au carré de la vitesse décrit un quart de cercle, comment 
varie la densité de ce milieu? ( P* Jullien. ) 

t a  formule de résistance s’écrit donc
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et £>2 variera pour se plier à la courbe balistique donnée. On aura donc, 
d’après le*problème 4°,

3 .— =  -sinx.
“ g a

Mais, puisque la courbe décrite est un cercle, on a

3 sine
?>- -  g r  cose; donc b > = -2 co&e

La variation de est donc réglée par celte formule, ou, on inlro-

Fig. 258.

A

duisanl le rayon v et la hauteur h au-dessus du centre par la formule

3 iS!= - ; s ^ p .

«*
(î° Quelle loi de résistance suppose la relation

i
COS*

En différentiant, nous aurons

. 3

Donc
COS* T

L
- r  —  m  -- m'yt

t  dy m 1
—  m  —

c h

»1*1!

i

t n '  c o b ^

On aura donc, pour la résistance,

cF  tF' i .
---  =  SUIT -  COS T —  = -----suit!
g  V a .

7° Problème de Qreenhill. —  Quelle loi de résistance suppose une 
courbe telle que le rayon de courbure PI soit un multiple constant de la 
portion de normale PE comprise entre la courbe et une horizontale O Ef 

On a
PB
PI > m ou rcost ’ m,
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cl, comme r =  — ------ , Q viendra
g cos T

_£T
H m

Fig. 259.

Mais, d’après

un aura

d y  v -

^  =  — tangT :

(mî qui s’intégrera sous la forme

'̂«COST =  ci.
On en déduit aisément

d’où

nu bien, sur la ligure,

<* F ^ —■I SUIT
/** 2 T

/•F 2m -  
0* “  2 p p '.

Pour différentes valeurs de m, on a :

m  r-z p a r a b o l e  d u  v i d e  ; 

m ~z — r , d e m i -  c e r c l e  d e  N e w t o n  ;

m m  i, c h a î n e t t e  

m  as — ^ » c y c l o ï d e .

8° Traitons enfin l’exemple suivant (O  Batailler) : 
Prenons u - u0—- 2 \  # —  Ber2.
Mettons l’expression précédente sous la forme

u =  - j fn -  (/n«r 4- n)*J
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<*u,’ en posant langÇ =  » n  +  n,
_ * _ i_

u a cas*Ç

On établira 1rs formules suivantes :

g  a*
'  —  ÏJÜ J  KC+  “ ')«•«+■ !•] 

u n s , = - ^ î ;  g [ { . - n i n ; c o i {  +  K '],

— a  T 
U"~ " k  cos1 Ç *

t =

cF = . k* sin Ç
4 JW -T ----- rra4 cosJÇ

Cette dernière expression, pour t: petit, donne la loi de résistance

j l  _____
c F =  4 ni —  J  ai) — A\' a y

<f Prendre (G™ Parodi) :

u «  A.-H Beos* 4- (îsin*,

calculer j-, t el déterminer les coefficients A , B, C pour que l’hodo- 
graphe représenté ci-dessus et l’hodographe exact soient oscillateurs à 
l ’origine. • « *

> 266. Trajectoire à. vitesse constante, —  Quelle est la trajectoire 
décrite si la vitesse est constante? Quelle loi de résistance suppose 
cette trajeclok'c?

Faisons le calcul direct : on a les deux équations intrinsèques de la 
trajectoire (160) :

do  -  . V*
_  «  —  cF —  #3111*, ■ “ é ' C O S T .

Si v esi constamment égal & V 0, la première équation donne

cF
—  ■—  s a  smx.

v

D ’après la seconde, comme r as on aura

COS* $  sa;—  Y Â ,  1 ' d*OÙ # d &  m  — * ^  rf*.
$ &



Donc

On aura ensuite

(I o u

APPLICATIONS.

Y2r = ( a - - ) .
g

dv / gx\

V2
•>*=ÿIOS

cos (-Ç)
Telle est l'équation de la trajectoire. C’est une chaînette d’égale tension. 

Le mobile s’élève d’abord, atteint une hauteur maximum
v* i Y* = —— lo g  —

g  °  t OS %
pour

V2
et =■  o.

II redescend indéfiniment et devient asymptote à la droite

La courbe est symétrique par rapport à la verticale du sommet.

La position du mobile a chaque instant se déduira de la relation

d\>ù

i  —: VflCOST as Vo COS

/  7t a  g x \

v „ .  “ * ( ï

tang ( ï - 5)
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La trajectoire limitée par Pasyniplotc qu’on a trouvée ne saurait passer 
par un point dont l'abscisse surpasse Mais on peut faire on sorte

ri
qu’elle passe par un poinl quelconque dont l'abscisse est comprise entre 
zéro et cette limite, car son équation donne sans difficulté l'angle a 
quand on connaît x , y  et V0 ( de Saint-Germain).

*Remarques. — 1. On peut comparer les trois problèmes qui viennent 
d'ètre résolus et remarquer combien différent les trajectoires pour (les
valeurs de la résistance en apparence bien voisines ^  j sin r dans le
cas d’une trajectoire circulaire, — = —  ̂sin ? pour le problème à", et,

p 8  1
enfin, — = — sin t  pour le eas de la trajectoire »\ vitesse constante.

S

II. Cette dernière trajectoire est une approximation de la forme de 
toute trajectoire dans le voisinage du point de vilosse minimum, quand, 
par suite, la vitesse est de grandeur sensiblement constante.

267. Facteurs de la trajectoire. — On appelle fadeurs de la trajec
toire les fonctions qui, pour chacun des éléments de la fin d'un an* de 
trajectoire, font différer leur expression de celle qu’ils affectent dans li
vide.

Posons donc
y = x  t a n g « - g !G ri

tangT =  ta n g a --------G t ,
0̂* =  -G < ,

«o

Les facteurs de la trajectoire sont les fonctions u qui dépend*-ni
de l’un des éléments de la fin de l’arc (a*, f, . . . )  et dos caractéris
tiques (c, a, V0) ù l’origine. Tous ces facteurs se réduisent à l’unilé clans 
le vide.

Plus spécialement et plus ordinairement, on considère les fonctions G 
comme dépendant de la variable x, de sorte que la première, équation 
représente l’équation de la trajectoire.

Les formules de Lagrange (234) permettent alors de déterminer les 
trois autres facteurs de la trajectoire Qr,t,u en fonction de Gr.

i° En différenliant la première par rapport à x , on trouve la deuxième



équation; donc
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p  p  3* dGy 
G t = G ^ ^ '

•3;5

i
En formant et d’après la relation u =  ^ , on irome 

r Tp  ̂ x* rf2G ïl 10 „ = [ gj + 2 » ^ + t  — j  .

Enfin, d'après la relation

on a

G t = i  f r<ë "& Ja Grtt

Le Tableau suivant l'assemble ces trois formules 

r  - r  _̂-v dG>

r  — Tr _±_ ot j_ ** 1G'‘ = + T l t e r J  -

G/— J. f*  ĉx 
g m

o,0 Donnons une autre forme a la solution. Un se donne le facteur (i, 
el par suite l'équation de la trajectoire. Déterminer les autres facteurs 
et l'accélération et la résistance de l’aiç 3 -= c E.

De y  - - x  tanga — ~ ( i r , on tire d’abord

^ai*Gyj  =s.rüT.
Donc

Puis

On a donc

â f 1
c/jb

S i -  s < * G'>-

d  / i \ ___* g &  cost
f  àj </a?\GA/ it*

Enfih
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l*our le temps, on a

df_
d e ' é (afGt)îtt0

On a donc le Tableau suivant

= a?Gt,é { i x' G' 

é < 9 ° à m i y
d  f  i \ _  aflttî cos? 

~dx VGS J “  it‘ ’

d0,,c
é { i * iG> )= x G "

- & * ( i* tG') =  <k’

hè G * ,6j
■a# Kg cos:

*4*

i ^ xGt) = i a'

Ainsi, entre les quatre facteurs il existe trois équations diffé
rentielles; si donc nous nous donnons, en plüs, l’an quelconque d'entre 
eux, ou plus généralement une relation nouvelle quelconque entre eux, 
ces quatre facteurs et, par suite,'la trajectoire, les conditions du mou
vement et la résistance de l’air sont complètement déterminées.

L’expression de la résistance de l ’air est

ou encore

On a donc

Nous voulons l'avoir sous la forme a cF ; pour cela, il faut éli
miner as et x entre

tang-s «  tanga -  0T ■ et ~  -  G„,«t Ut

après avoir remplacé u par v cos1?. 1 
Nous aurons ainsi une expression de la forme

& ss F(v„ e, V„, a).

La Résistance de l’air n’est plus une fonction de la seule vitesse v ; 
clic dépendrait encore des données à l’origine, ce qui est eu contradic
tion avec nos hypothèses et avec la vraisemblance. *

Ainsi donc, si l’oq choisit arbitrairement la trajectoire parcourue,' lu

3  =s
h * d f  1

•iu* cos? ’

— £ — ["lGr-t-3a?Gy-+- —  G t|. 
iAaJco*?L 7 r 'i J|

<5 =
•A «g  COS?

/ ( x , e, V., a).
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résistance tangenlielle à laquelle on est conduit dépend, non seulement 
de la vitesse, mais encore des données à l’origine.

Tout à fait exceptionnellement et pour des formes de trajectoires 
particulièrement choisies, il pourrait arriver que tous les termes 
en (c, Y 0, a) se détruisant, la résistance ne soit plus fonction que delà 
seule vitesse. Il resterait à déterminer la forme de la trajectoire de 
manière que cette fonction de v se confonde sensiblement avec la 
fonction expérimentale F(?j).

On ne connaît pas actuellement de forme de trajectoire répondant à 
cette double condition.

3° Soit la trajectoire

(0 y -  x tanga

Supposons que Gy(x) soit indépendant de l ’angle a el cherchons 
quelle loi de résistance de l’air cela suppose.

On a
* U% d / 1 \
5  CO‘*'ï =  ----- r  - 7— [ 7 7 7  ) *auj dx \G/< /

ce qui, par élimination de x  entre cette équation et M =  *r0Grt, nous 
donne

a = 3 ?  •v-  ‘ )  -  “ i S »  -  -* v ( i ’ v ”  •)

= Vg V0, ej

r=COS*0tWi( —  , V«, c ).*\co&a /

Nous pouvons donc admettre que, si la véritable loi de résistance 
<‘st V o, c), il suffit de la modifier légèrement en adoptant
comme loi de résistance la loi définie par la relation

- cos^a „ [ v c o s z  xr 1Ai as ----- c I< ------ 9 Vo, c ,1 cos'c L cosa J

pour rendre possible l'intégration et mettre l’équation de la trajectoire 
sous la forme (1), où Gr ne sera pas fonction de a.

En particulier, si la loi de résistançe est simplement 3= cF (t> ), il 
faut prendre

* cos*a „  / v cost\1 cost \ cosa /
v

ÛG
4° Nous voulons que Gr ne contienne l’angl4 que sous la forme

P* C lAKBONNItft, TOMM I. 07



On écrira
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,  ̂ / 1 \ 
3 cost= iïïü — a r U ï Jcosa-cos.a

Donc

et, par suite,

U% «j{ / U v \ _ J l î\ \ 'f U \ j\
C O S w - .  ^ 4  cosat ‘ \ m 0* °' L) eusse \ «o  * C’ /

==v“ cosaT‘ ( ^ , v °’ c) ’

n rosa „ f  a cost v  1A 5- -----c F ------- 9 Voi r .
cost L cosa J

268. Le problème de la réduction des facteurs de la trajectoire. - -
Comme autre application des théorèmes du problème balistique inverse», 
noua donnerons la suivante, qui est due au commandant Batailler.

Le problème que nous voulons traiter s'énonce ainsi : %

E st-il possible d ’exprimer les facteurs de la trajectoire en fon c
tion d'une même variable £, cette variable étant elle-même une 
Jonction d ’une autre variable £ et des caractéristiques initiales; 
c’est-à-dire Ç(Ç, c, a, V 0).

On voit immédiatement l'intérêt pratique que présenterait la possibi
lité envisagée. Au lieu de quatre tables à quadruple entrée, telles 
que (#, c, a, V 0), nécessaires pour la solution du problème balistique 
général, c’est-à-dire pour déterminer (t, y ,  t1 n)1 on n’ aurait plus à 
calculer qu’une de ces tables à quadruple entrée, celle qèi donne £ en 
fonction de (c, a, V 0, Ç); et quatre tables avec la .simple entrée Ç suffi
raient alors pour achever le calcul des autres éléments.

Divers balisticiens ont fait des tentatives en ce sons : il importe doue 
d’étudier la question.

i° Les quatre équations finies du mouvement sont le système intégral 
des deux équations différentielles :

( 1 % , T  c/â y

=  — e F ( u ) c o s x ,  -  o F ( t > ) s i u t  —

Les quaire équations finies ne sont pas indépendantes, la deuxième .se 
déduisant de la première par différentiation par rapport à *•, et la qua
trième de la troisième de la même façon. On aura doue, puisque ( 1>. et fi, 
sonl supposés fonction d’une même variable i-,
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On on déduit

d’où, par intégration,
Vf J) = lognii».

Donc 5 est une fonction de m,a?, la constante 7n t dépendant des carac
téristiques initiales (c, a, V„).

Ainsi, la première conclusion à laquelle on arrive est que, si le pro
blème est possible, la variable unique est m{æ.

Des dpux équations t — jj-Ot et u =  «0G„ on déduit, par la mémo 
méthode, ij =. max.

a" Déterminons maintenant les constantes, ma par exemple. On a

fl?/ =s — Qt(miæ). 
"o

Formons • En égalant ù la première équation différentielle du 
second ordre, on a

^ f  -  “ J T i î r f S I ï u î F  '

Pour ,r : o, on lire
(jr1 =  oF( V#)c«s*;

I

et comme, pour x  o, les fonctions ( 5/ ol>( IJ ne sont pas fonction de ma 
qui n’entre que multiplié par x, elles ne renferment qu’une constante 
absolue A. On lire donc de lit

n i x ' A Vji cos a

Donc, la variable des facteurs de la trajectoire est

S „  \ VJ cos a
x .

Prenons alors l ’équation qui donne u sous la forme .

« r  P«F<V«)T]«o "l J’
Les deux fonctions ~  et 4rr~ ~ ^ #  w,Hl fonctions l’une de l’autre : ut V{cosa

Si l’on prend la dérivée de la seconde par rapport à la variable — » on
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dira encore que celle dérivée est une fonction de ~v Or

d x . dx vut

a —
MO

Ainsi, [ ~  A F^T) ^  ] csLune fottCtioû de V f  c’csU ' dîl'c du £  SsH * 
Or, ceci ne peut avoir lieu d’abord que si les deux fondions ne ren

ferment cjue les mômes variables, c’esl-à-dire si peut dire remplacé 
par une constante, par exemple si t  et a sont très voisins de’ séro. C’est 
l’artifice de Didion (259).

Dans ce cas, on pourra écrire

On sait que cette relation exige que la fonction F(w) soit une expres
sion monome de la forme F ( v) =  B„v”.

On arriverait exactement à la môme conclusion en déterminant la 
constante m, en pariant de la première équation

y  =  a  tang a — Gy(n»,®),

en formant qu’on égalera à sa valeur (25i) : — et en fai
sant ensuite x  =  o, v =  V 0, t ~  a.

3° En résumé, on dira : Les facteurs de la trajectoire ne peuvent 
être exprimés en fonction d ’ une seule variable que : i° si l ’on 
applique à l ’intégration des équations différentielles l'artifice de 
Didion■; a0 si la résistance F(i>) est monome, de la forme Bai»*.

4° Supposons donc qu’il en soit ainsi. On aura, par exemple,

Donc
* = ou, mttu0=>

mtx  s= W( m,<«(,),

et l ’on pourra écrire comme il suit

X
(  s s  — H ( / n * t M o ) .

Ainsi on pourra prendre comme variable, au lieu de mtx, la nou 
velle variable ni* tu0.
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Ou pourrait également prendre comme variable, soit

Remarque. — Si la résistance n’étail pas seulement fonction de la 
vitesse ü, mais aussi de la vitesse initiale V 0, il pourrait se faire que les 
facteurs de la trajectoire puissent s’exprimer en fonction d’une seule 
variable, dans des cas autres qu’une résistance mono me.

Mais on a vu, d’après la démonstration, que la variable nécessaire

était et que la condition sera F =  K(V0)W avec l'arti-

(ice de Didion.
Ainsi la trajectoire du général Duchène (avec l’artifice de Didion) 

est dans cc.cas. On a, en efiet (2C1),

269. Facteurs de la trajectoire de M. Sugot. —  Dans la définition 
ci-dessus, des facteurs de la trajectoire, tels, par exemple, que

on compare la trajectoire atmosphérique à la trajectoire du vide ayant 
même vitesse initiale V».

On peut choisir un autre terme de comparaison et prendre, 'par 
exemple, la trajectoire parabolique ayant môme portée X que la trajec
toire aérienne.

Soit X  la portée dans l ’air, & laquelle correspondrait dans le % idc une 
certaine vitesse initiale <?«, sous le môme angle de projection a.

On écrira

( )n a donc bien



58a  CUAP. H . —  PROBLÈMES BALISTIQUES INVERSES. —  APPLICATIONS.

ou bien
a?2 _7  =  sp tanga -  ^  tanga

£r est le facteur de la trajectoire choisi par M. Sugol. J1 est fonction 
de {x, a, Y 0, c ), ou bien de

( f * , V 0)e).

On aura, de môme, pour les autres cléments de la trajectoire,

y  =  a? tanga—
tanga 
X 'i"

asp tanga .
tanga =  tan g a -------- - J 2 -  «>tl

OP
1 =  V?a COS a 

« = "Ça cosa^jj.

La vitesse Va est dite vitesse fictive dans la méthode de calcul des 
Tables de tir de M. Sugot.

*



CHAPITRE III.
DEVELOPPEMENT EN SÉRIE EN UN POINT DE LÀ TRAJECTOIRE.

I. -  FORMULES POUR LE CALCUL D’UN PETIT ARC DE TRAJECTOIRE.
v

270. Principe du développement. —  S’il, n’est pas possible, en 
général, de résoudre le problème balistique par l’intégration des équa
tions différentielles, il est, par contre, toujours facile, sans intégration, 
d’obtenir un développement en série qui, entre certaines limites, per
mettra le calcul d’un très petit arc de trajectoire.

Étant données les valeurs des éléments à l’origine d’un arc, 
c’est-à-dire f j K o ,  J,oj *oj v0) ou, plus simplement, V 0 et a, en pre
nant a?0— J’a— /o =  o, et le coefficient balistique c(c ,.V 0 cl. a consti
tuant les caractéristiques à l’origine ), on se propose de calculer quatre 
des cinq quantités (a?, y, w, t, t) de la fin de l ’arc, l’une d’elles quel
conque étant supposée donnée pour définir celle extrémité.

Comme on commit les dérivées de toutes ces quantités les unes par 
îapporl aux autres (157, 4 "), on pourra calculer aisément les dérivées 
deuxième, troisième*, quatrième, etc. On pourra donc obtenir immédia
tement le développement, d’après lu formule de Mac Laurin, des élé
ments de la fin de l’arc, eu fonction des données à l’origine et d’un des 
cléments de l’extrémité pris comme argument.

A condition de réduire; suffisamment l’amplitude de l’arc, de manière 
«pie tous les éléments n’éprouvent que de faibles variations, on aura 
ainsi une méthode do calcul qui pourra se prêter, dans le cas où la 
convergence de la série sera suffisamment rapide, à de multiples appli
cations pratiques.

Il existe, avec les cinq variables choisies, prises l’une ou l’autre pour 
argument (a?,/, t, t), cinq groupes de formules applicables autour 
du point choisi pour origine. Tous ces systèmes rentreront évidemment 
les mis dans les aiitrcs, auront une convergence de môme ordre, et l ’on 
pourra passer de l’un à l’autre par la méthode du retour des séries (1 1 0 ).

U suffira doue de calculer les coefficients d’une des séries pour pou-
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voir calculer ceux des séries développées suivanls les autres arguments.
Les formules qui sont établies dans le présent Chapitre présentent 

le plus grand intérêt pratique, non qu'on puisse, à cause de la compli
cation des calculs et de la faible convergence de la plupart de ces séries, 
étendre bien loin leur application correcte et utile, mais parce qu’elles 
donnent l ’expression des limites des formules de la Balistique, quand 
l’arc devient de plus en plus petit. Elles peuvent servir, en les maniant 
convenablement, de base à des méthodes très précises cl très utiles de 
calcul des trajectoires par arcs successifs (voir Livre VIII).

D ’autre part, les efforts de nombreux balisticiens se sont, depuis 
l’origine, portés sur un des problèmes traites ici, le développement de 
l’équation de la trajectoire, y  =  /(# ), mr fonction de l’abscisse, prin
cipalement dans logeas d’une résistance quadratique (voir Livre V, 
Ghap. V, § 3).

Dans le cas général d’une résistance quelconque, les premiers Lcrmcs 
du développement (jusqu’en œs) ont été donnés par de Saint-Robert.

Nous établissons ici les formules dans le cas général d'une résistance 
quelconque et nous donnons le calcul de chaque élément eu fonction 
des autres.

Mais, si, pour*les applications pratiques, ou il s’agit toujours d’am
plitudes très faibles, il ne peut y avoir de doute sur la légitimité d'emploi 
des ces formules, on doit ajouter cependant que lu convergence de ce:s 
séries; pour de fortes valeurs de l’amplitude de l’arc, nVst point 
démontrée, d’une manière générale tout au moins.

271. Équation d’un arc de trajectoire. Nous prendrons* comme 
point de départ de toutes ces séries, la relation entre y  et .r, cVm- 
à-dire l’équation de la trajectoire que'nous écrirons

(0 y  =  so tanga ££i [
L I -r-  A

SP , . «T* jl
‘ 3i + A î 4 r * 'A

.r*
5

Les deux premiers termes du second membre peuvent être écrits 
directement, puisqu’à l’origine (V 0, a), la trajectoire atmosphérique 
et la trajectoire (Tu vide ont trois points, communs (2 1 $).

Il s’agit de déterminer les coefficients successifs À ,, Aa, A a, . . .  
de la série; à cet effet, on identifiera, terme à terme, l'équation 
ei-dessus et l’équation de la trajectoire déduite du développement' «le 
Mac Laurin

(*) jrasx '&) +  ÿ. (±z\ 1 £! (£y\ * £  (fz\ *
M* } b a ! \da?Vo 3 ! \«te* / « H 4 ! +  ’ . .-h

r»
n i 4 W /
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Calculons donc les dérivées successives de y  par rapport à x, en 
sachant que (157)

d x ___ # dv _ du dz _  c  F(v) - \ - g  sinr
dx ~  u* dx dx dx u cosx

On trouve les formules qui suivenl :

fid y d1y  = 
•dx* u 1 cos2*:

d * y  _ _  i# c P (p )  
d x *  ~  ^ c o s 4': *

tOy _ sffcFfi»)
!>S*T

f u*Y*

d x * i»fccos*T [ ^ (  F !) sinT4 -cF

d*y ^ c F ( u ) [ Jv * F '  3 a F'
dx* vs cos6t V  ̂ K

_/»»>* F' vi F'* 
+  ^ F ( —  ‘

• 3̂  sin*̂

i5d F'

- ( V H
K* F 

i^F'

■ l4  ̂sinT

i3uFr
F* "*)]■

On fera, dans ccs dérivées successives, v  =  V# et t  =  a. La compa
raison des deux développements (i) et (2 ) conduira alors aux valeurs 
suivantes des coefficients A ,, A a, A 3 :

■ Vi

Aj=  -

4cFq 
Vg cosoc ’

Aj = -+-

4clfo 
V* cosi « 

4cFq 
VJ cos*a ........

aVjFj V JF ÿ ' i5V»Fi 
F# 0-M4 ) sina

D ’après ce Tableau, on voit que :
A t renferme la résistance initiale de l'air cF 0 ;
A a renferme, outre celte résistance, sa dérivée première F 0, et aussi la 

gravité g]
/  A* renferme la résistance et ses deux premières dérivées F # et F #, 
ainsi que la gravité g.

En ce qui concerne l’angle de projection a, on voit que :
A( est du degré o en sina et (— 1) en cos a ;
A j est du degré 1 en sina et ( ■ ’x) en cos a;
A» est du degré a en sina et (---.‘J) en cos a.

272. Calcul des autres éléments d’on arc de trajectoire. — Pour
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obtenir, en fonction de a?, le développement des autres éléments do 
l'extrémité de l’arc, c’est-à-dire (*, tangv, «), on opérerait delà même 
manière que pour y ,  au moyen des dérivées successives telles que

portées dans le développement de Mac Laurin.
Mais, sous peine de .renoncer à toute dépendance des formules entre 

elles, il importe de conduire les calculs de manière à n’introduire, dans 
les formules de tous les autres éléments de l ’extrémité de l’arc, que les 
mêmes cocflicients A t, A J} A* qui figurent dans l’équation de la trajec
toire. On arrivera & ce résultat en employant Ips formules du problème 
balistique inverse (254) qui permettent, étant donnée l’équation de la 
trajectoire, de calculer les différents éléments d’un point {as, y ). On a, ■ 
en effet.

273. Le développement suivant les puissances de l’abscisse. • Inap
plication des formules ci-dessus conduit au système suivant :

gx l 1r x 4  Al r 1 A3 X»a? tanga î=rlL '4* Ai 3! V- f iT * 'tanga g T  1f Ai X A* Hf* A , .r3t—* ■STIL14- 2 2» -+■ —  2 3 ! ■+ —2 V + '
x  r 2 À ! i A ï\ I tf \ l

t  =5 — 14- WoL - 3? —f— 2.8 3,8 (<v 4 r

a -- r“ T ” 2 A 8 i(Ai —3
T

— i /A,8 \ f - b

Mous avons mis chacune de ces équations sous une forme telle que ors 
formules ne diffèrent des équations du vide que par le terme entre cro
chets, égal à l ’unité dans le vide. On sait (2(17) qu’on donne, d'une 
manière générale, le nom de facteurs de la trAjecloire à cos fondions, 
qui dépendent des trois caractéristiques à l’origine (V0, a, c) et de lu 
variable x, et qui viennent modifier la trajectoire du vide.

274. Les cinq systèmes de formules. — t° Au lieu de l’abscisse ut, 
qui figure dans les formules préeédontes, on peut avoir à considérer 
une autre variable, définissant l’autre extrémité de l’arc, variable suivant 
les puissances de laquelle les autres se trouveraient exprimées. On peut 
concevoir ainsi, comme rentrant les unes dans les autres, cinq séries 
principales ayant pour argument la différence entre les valeurs de
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chacun des éléments aux deux extrémités de Tare, savoir :

(£  — tanga ,̂ (tangT — tanga), t9 C«o— u ).
On remarquera que la sariable y  n'est pas prise pour un des argu

ments; en effet, ainsi qu’on l’a vu pour le vide (19), elle conduit à des 
équations compliquées de radicaux, du fait que x  s’exprime en y  par 
une équation du second degré.

La variable naturelle du problème est ^  — tango^ ou (tang<r — tanga) 
(en introduisant l’angle de site a), variable tout à fait comparable 
à (tangT — tanga).

De même, la variable v introduit des formules compliquées, tandis 
qu’en u les éléments s’exprimeront très simplement.

On a calculé les quatre derniers groupes de formules ci-dessous; le 
premier n’est que la transcription du développement en fonction de x  
donné plus haut, et duquel tous les autres dérivent par le retour des 
séries (-110). Comme les applications ne nécessitent jamais l’emploi de 
nombreux ternies do cos séries, qui deviennent \ite très compliquées, 
nous avons borné le développement au terme en x*, un de moins, par 
conséquent, qu'au n° 273.

En cas de besoin, les formules du retour des séries permettraient le 
calcul facile du ternie do l’ordre de j?1.

‘4° Tableau des formules. — Donnons maintenant les cinq systèmes 
de séries de la trajectoire, que nous nous proposions d’établir et dans 
lesquels figurent les deux coefficients A t et À a dont les valeurs sont les 
suivantes :

U)

(*>

(V

(O

(5)

Ai Vj cos a*

U  s s  Mo r -

K
v„f ;

. “ PT
a . . . , ^ s in a -i-c F /V ,I%

• r r r

1r. - Variable x .

--- £ £
h

Ai a?*
4 l + -

£ £ r .  t. A, JH +  t a . X*
'T • —

«î L • 7 aï a SI
2 Aj
*7»•jr •!- O  ^ ~ f )

a?* ..

A t 
8 ; X — - i l !*■

37* +  . . .
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» .  —  V ariable ( t a n g o u  (tanga— tanga).

w  * = 7 1  (“ *«— i ) [' -  ï f  t 5 (""** -  »)

( i)  «.

<3) tanga —  langx =  a (tanga —

, 0  5 ) [ > -

ï ) V 4
<3) “ = » * [ , ~ T î ? ( 1“ ‘ ,‘ - ' ï )

- k s - *  ■
IIÏ. —  Variable (tanga— langx).

(i) (tanga — tangx)|\ —  ^  (tanga — langx)

Y ï
( t )  tanga— ^  « s - ( t a n g a — langx)

*  [ 1 - 7 r  *  ( u “6“ _,ansT)

-  j i ( A » - A Î ) ( ^ y ( t a n g a - t a n g ' ! ) « + . . . J ,

(3) «.

<4) t e s  —( tanga — tanga) — ~ ^ ( ta n g i  — tanga)

<A) w <= u, — y  2jf (tanga — taugx)

— g(A t— |A }) (ï-i)*(t«i»gÉ * U ngi}*+ ...].
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I V .  —  V a r i a b l e  t.

O )  x =  u 0 J  £ i  — ~uçt — —  ( A j — A } ) B j t l + . . .  j ,

(5) unga — — 3 “  [i+^K ol+o+M ^+i.*])a- 2 B, L 4! J’

(3) tan g« -tan gt= g[H -iL Mo/ + 3-L (A l-^ )« î/ > + ...] ,

(4) « .....................................................................................

( 5 )  « = a , , £ i - y M — - g ( A , —  A î ) u | j < > - I -  . . j .

V. — Variable (bu — u).

(0

<■ >)

O)

(4)

0 )

4 # » -

A i  ut

= * f  i  ^  [' -  î j  (a. -  î -'l) ( * j ? )  +■ ■ •].

Ou fera, sur ces formules, les quelques remarques suivantes : 

i° On voit, dans le système IV, que  ̂tanga — ne contient pas de 

terme eu /* ; dans le système 11, l'n temps /, en fonction de t̂anga— ■ jQ »

ne contient, dans le terme en l̂anga — que At cl pas le coefli- 

cient Aa, c’esU-diro seulement È0, mais pas F#.
a° lies formules avec la variable (u# — u) n’ont pas d’équivalentes dans 

le vide. Le terme /f qui est (« 4 — u)~^~> se présente alors

sous la forme indéterminée j ,  car c «, si u =  «a*
3* Remarquons la relation

( ^ p ) ’ = ~(«o<-af)+3^A1(A,-AÎ)u?ï»+....

4* Si, ne conservant, dans le système 1 , que les termes en A(a? dans 
les crochets, on élimine cette quantité entre les différentes variables, on 
aura les relations exprimées par les égalités ci-après :

[ $ (ung#“ î ) --1] “ a ( “ng*" ttng,)“ ’] * 4 _ * a('“ S ) “
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27ô. Expression de rabaissement et de l’ordonnée. --  i° On peul 
avoir besoin d’exprimer rabaissement y =  x  tanga —y  <*n fonction d(îs 
différentes variables de la fin de Tare. Des formules ci-dessus, on déduit 
aisément les suivantes, en introduisant les mêmes coefficients A< cl A* :

V  -  £ £ ?

} an J 

'

[ x  ”1n - A ,^ j  +  Vïjf + . . . I  =  j* tanga —j',

i —  ‘-j- ~  I tanga —  tanga)

I
8 ( * • - \ « K Ï Y '

Ç [ "
2 Ai

- * ( * * - : h : ̂ujj <*-+-.. . | ,

8#1 i / « « - a  y r , _ i  ( o As — U N « , - «
«1 Aï \ «0 / L Af \ () V  Uo

a° Calcul de y . — La série du n° 27-4 |sysl. III, é(j. (a)| peut 
s'écrire

y - i( ta n g a -h  tanga)a? •+• i  ^ ^ * ( l a n g a — tnngï)*

x  [ t T JîCA'J— iVî ) y ( tan83' — lan8“ ' ■

En remplaçant x  par son développement en ( lunga long?), il 
> iendra la formule

y  — —  (tang*a — tang*x)

x  i A,fi « | tanga ■■ a tang-e
g  tanga ■+• tanga; (tanga tanga)

x (Ai—aAf jtang«-t-(3 A>— 4 Vf) tanga)
tanga -y lange ' ‘ " tanga p i . .

Lorsque l’arc que l'on considère est éloigné du sommet, ou pourra 
poser tanga =  2 tanga — ( tanga—  tanga) et réduire le crochet à n’ètre 
plus fonction que de (tanga—  tanga). Mais on enlève ainsi A lu formule 
la généralité qn'elle a dans la contexture ci-dessus.

3° Donnons, enfin, un théorème énoncé par le capitaine liehard.
L ’abaissement qui, dans le vide, est constant pour un même temps 0, 

lorsque Vo varie (57, 4“ ) l a constant;, diminue dans l’air avec V«, 
si « >  i ; il augmente si n <  i .

En effet, l’expression de y en,fonction de t, qui est
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4 c P
avec A| =  y f COgy? donne, en différentiant par rapport àVo, la formule

ds s  O»_ i . = _ V ( n . . , )V».2.

276. Sur la convergence des séries. — La convergence des séries 
qui viennent d’èlre établies n’a pas été démontrée d’une manière géné
rale, el même on sait que y  =  /(# ), par exemple, est divergente, dans 
certains cas tout au moins.

Un théorème qui indique un cas très élendu de convergence de cer
taines de ces séries s'applique aux séries développées suivant les puis
sances de t \ il est dû à G. Veithen.

U est basé sur la proposition d’analyse suivante :
« Soient deux équations différentielles du premier ordre :

« Supposons que les fonctions <p el puissent se développer en séries 
de puissances de ( l — /0 ), ( ij —  ; 0 ), ( vj — vj0 ), qui soient convergentes 
pour toutes les valeurs de ces différences. On démontre alors que Ton 
peut écrire

£ “  Su~h Çi(J— » rj =  ri0-+- ,fli( t — *o) "*“•••

et qu’on a deux séries ordonnées suivant les puissances de f t -- £<> ) et 
convergentes quelles que soient les valeurs de ( t — t0). »

Soient maintenant les équations fondamentales de la Balistique :

(0

( a s )

avec

du
dï

div
Ht = te 4>(?’ )-

<!>(*>) ~ * --- — >

u *= e cos*c, ce — ^ în x , o = v/w2 ~h w*.

Supposons que la fonction empirique <6 (u) puisse, avec une approxi
mation donnée, être représentée par un polynôme d’un nombre fini de 
termes, tous de puissance paire : *

ctivk~\-.. .-t- a,nvi,n'

Les'seconds membres des équations (i) et (a) seront, dès lors, des 
polynômes entiers en u et w* Ils sont donc développables en séries con-
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vergentes, suivant les puissances de (u —  w0) et —  flPo)* La 'condition 
exigée parle théorème d’Analyse est remplie, et Ton pourra écrire les 
deux séries convergentes pour toute valeur de t :

U ss Ult-t-
w = (V0*+* « Mw > 2**-+-...

( «o? W|, W2, (v0, W\i tva) sont^fes constantes. Gomme on a

les séries
x = U 9 t •+■  i  <m *h- . . ,

y  s s  tt>0 £ -+ - j  CPi

sont également convergentes.
Le théorème est donc démontré pour une loi de résistance K(r) qui 

ne contient que des puissances impaires de v :

c F ( v )  sa b \ v  -h 6*ua-h 6| V - k  . . .

277. La série en ( t 0— t ) .  —  Parmi les nombreuses séries qu’il est 
possible d’envisager, celle qui sc développe suivant l’argument 
d  ̂=  t0 — t, amplitude d’un petit arc, trouve, en Balistique, de nom
breuses applications. Les formules fondamentales sont les expressions 
établies (176) des dérivées de v par rapport à t :

d*v
di*

du
dx

v
COhsT

u ( c  F . \—  ( ---- h ftin t ),

r , /cF \* / i>F'\ cF /,
L1+ (t ) ( ,+ t ) + 7 - ( 3-

»F'
T"  ̂sint -h sin*x

]■

On écrira cetie dernière avec la notation du degré n do la résistance
e t d e P =  £Ï|H2 : 

r g
d* v v i

5=8 ^ ^ [ l ^ ( n +  0p*-+-(/ï-r3)psinn:-hsîn*'c L

: Le développement des différents éléments par la formule de Taylor 
donnera, pour y arc ayant son origine en (v#, t. )  «t son extrémité en 
( t , x , y ,  t, o, s), les formules suivantes,’ où l’o^ a posé p0s»

On "pose, de plus, conformé ment-* à une notation souvent employée 
dans le calcul par arcs successifs des trajectoires ç-p sp* t ,  • - 1 , et Ton
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appelle (dx, d n.v, d/, du) les accroissements de (x 1 y , $, v) sur 
l’arc dt :

?,2-, 1 0IMF =

Vfi>y= —

d/ = 1*0

( C O S t y

■+■ 3 L(n H- a)pj-i- (/i -H j)po Î 

tangT0 ( r , . . . % Dt
i r ~  DT  _  <* ■ +• "p-s,nT#+2 •'“**•>

H- (/i -h 5 )Po sin*t0-h ap«
-h 2 «*in3T0-+- 4 sînt0l ( — — J -\COST«/

Di» s= l»0 —

t’JDS = ™ 
n

2 «*in3t0-+- 4 —

\ K  \  l K D t
---- < i ---- ( po ■+■ asinx0)-----COSTo j 2 r 'cOSto

-h g |(/iH- i)po ■+-(/»-+• 5)po sinxo+4

u0(po-Hsint„) COSTy

[ ( n  •+■ i ) pjl *+■ ( n  •+■ 3 ) Po sin Tu •+•

IK  I 1 y *  . . I>t------ < i “ ( >po+ 3 sinxo)-------
COS>t0 ( *> ' C O S T y

H- g [*> (w ■+■ a)pii -+■ 2(71-1-7)po sinTt,-h9 sin2to ■+- 3 ] ĉos,-ô

^ + * i ( s y V 4
1 \c o s t#/

Donnons encore la formule de la vitesse horizontale, qui est particu
lièrement simple, en partant de l'équation différentielle

On a

d u  _  ce Ff iO 
rfx _  g

« =  «ü —  po
iw

COS'Uj po(po-H sîn-r,> (_^_) -k . .  J.
Enfin, pour compléter le Tableau précédent, on exprimera tangv en 

fonction de la variable par la série purement trigonométrique qui 

suit :
1 dx sinto / dt \* 3 aros*T»/ dt \*

tung-c — ia»0 »o c o s t o  c o s t j  cost4 \ ,c o s t o /  "** 3 c o s t 0 \e o s to /

On peut remarquer la formule

t ' - v * * - - i )p o (p o +  s in t 0)-H Ci>s
Dt \*

cost1} ■ •’ i

qui ne contient pas de terme en dans le croeliel.

P. OMAftftONJfXtiJt' tome x. 3$
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278. Formules différentielles. — On se propose de chercher quelles 
sont les variations (dx, dy, dt, de, du) de l ’extrémité d’un arc quand on 
fait varier les données à l’origine (a, V 0, c, g).

On établira les formules à temps constant, dt — o. On partira doue 
du Tableau IV du n° 266, réduit aux deux premiers termes, c l  en faisant 
état des formules suivantes :

On passera de ces formules à temps constant aux autres systèmes à 
un autre argument constant par la formule générale du n° 229 :

279. Cas d’une résistance monome. - • Dans le cas d'une résistance 
monome F(v) =  B„t>« et cF(u) =  bHi>% on a

F'(ü) = nB„o»-* et F(v)ï=n(n-.i)B„i>* ».

Les coefficients A (, A 4 et A #, qui figurent dans les formules du n*27t.

On trouve alors :

II. -  APPLICATIONS.



APPLICATIONS. 5;>5

fi«Vgont pour expression, en employant la nolalion

A i  s=

A, ~

htt
VJ cos*Po’

■ !<?*
VJ cos* a Pi»l(« — i) sioa -t-1 n — i)p0].

Al== v j r ^ po[('i “ ,;( ,î-3 )s in î*
-f po(n — iK^/i  ~  *4) sina -r  ( n — i) -t- ap j ( / i  — 3 ) (n — i )| 

et la Irajectoirc décrit

* f i V p , f - £ _ y
J  n îV]j \ cosse/ 3! \ v § /  ^ V c o s a /

+  /T î(w )JpoL(” " ,)siu a + (,l' " ,1)p<>1( ^ ) i

57 pol(n — 1) ( «  —  3)sin*« +  p0(» — -  i4 )s in a

- + - ( n - i )  +  ?pH(n— i K «  — 4)J ( “ ) ’

On remarquera que, pour n =  i, rabaissement j  =  x  tanga--;»' ne

dépend que de l’éloignement z =  et non de l’angle de projection.

C’est la môme propriété que dans le vide ( io ).
On donnera ultérieurement ( Livre V, Chap. V, § 3 ) la loi de dépen

dance des termes de cette série.

Cas d ’une résistance linéaire. — Faisons n - - 1 et bn — bt. On aura

i g l  x  \*
Y —..V  tanga— ~  ( -----IJ b a VJ \cos*/

t gbx t  m y  i ffb'i / x y '  i gb\ /  x  y  .
ï  VJ \cosa/ 4 V} \cosa/ > VJ \cosa/

ce n’esl autre que le développement ,dc la formule

y x tang* — log^. — "^côsij ’

qui représente ainsi l’équation, en termes finis, de la trajectoire dans 
l’hypothèse d’une résistance linéaire.

Cas d ’une résistance quadratique. — Faisons n = a  et ba — 1>3.
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«  btVlOn aura, avec p«= ——  :
S

y  ,  tangx— ^  ( — )* “  Ji ( ~ ) *

“  ^  f ê ) * P#r ‘ “  SÎn*a “  8£># 9În5t +  4P? 1 ( ë ^ ) * + "  ”

Développement près du point de vitesse minimum. —  Faisant 
p 0 =  —  s in a, l’équation de la trajectoire s’écrira :

S [ - s ( v î M”«*)
+ :  ( f f  “ ***)’ -  s ( 1 x r  “ “ *) (vt "*« ÿ  J •

280. Les facteurs de la trajectoire. — Prenons deux tonnes seule
ment du développement et mettons les facteurs de la trajectoire en 
évidence (267 ) :

y  =  a? tanga — h

tapg- sa jex  «tangx — ^5- Gr, U sa «o G«.

On aura, d'après les formules du n° 267, en posant, connue au 

n* 268, a®, $ =  — ■ — ^"cosx ar> ês fonnules qui suivent :

| G)» i + ^ - l [ « - 4  +  ^ s i n a ] { *  +  . . . ,

J Gt =  i -+- % — ■— 4 — — 44- * ^ 1 » i a j I * 4-• ■,

iCi =  i - l - ^ - 3  +  s i n a ] 6 » + . . . ,

G « a» I~ 5 -H j^ /l —14- 1 »inxjs»4-....

Au point de chute, on aura pour les facteurs de ce point :
i

XVf sinise „ , •*,
~  y%-"" G*W> T 1 G-iC»),

-  d'XB|- Gt(w) — tango, «w «j «# G»(t»).
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On déduit de ces équations :

tanga __ O y  

tanga) ‘aG-c-—Q y*

Si l’on considère le système d'équations (i), on voit que, dans le tir à 

grande vitesse de petits projectiles, tout au moins, le rapport ^jr sera,

en général, petit; si, d'autre part, on tire sous un petit angle (tir de 
plein fouet ), sin a sera petit, de sorte que, dans les formules, le terme

en ^r-sina des crochets sera souvent négligeable.

On peut dès lors énoncer les propriétés limites suivantes :

ia Le coefficient balistique c n’intervient plus dans les coefficients 
des termes en Ç, mais seulement dans $ lui-mème sous la forme du 
produii ex;

»" L'angle de projection « n’intervient plus également que dans la 

variable Ç, oit il entre sous la forme ;
1 cosa ’

3° Si le tir est assez tendu, le cosinus lui-mème peut être confondu 
avec l’unité cl les facteurs G peuvent être considérés comme indépen
dants de l'angle de projection;

Si la vitesse est supérieure à 4°om, on sail que le rapport varie 
très peu. Donc, dans le cas du tir très tendu, les facteurs de la trajec
toire ne varient que très lentement avec la vitesse.

En résumé, dans ce tir, les facteurs de la Lrajccloirc sont, il peu près, 
indépendants de l’angle de projection et de la vitesse initiale; ils 
dépendent surtout du produit ex. .

11 en résulte que :

i" Si deux projectiles sont lancés avec la même vitesse initiale, pour, 
des portées inversement proportionnelles aux coefficients balistiques

(égalité des e x ), la quantité j Où, sensiblement, u sera la même;
les quantités sin a a (ou sensiblement atanga), T  cosa (ou sensible- ' 
ment T ), tango cos* a (ou sensiblement tango) seront proportionnelles 
eux portées, ou, ce qui revient au même, à l’inverse des coefficients 
balistiques. *

a* Si l’on tire, en tir tendu, le même projectile à deux vitesses ini
tiales différentes, pour la même portée, la vitesse restante horizontale 
sera & peu près proportionnelle & la vitesse horizontale initiale Uo, la 
durée du trajet & peu pré* inversement proportionnelle à «*, les tan-
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gcntes des angles de pi'ojection et de chute à peu près inversement 
proportionnels à «J (et l’on pourra sensiblement remplacer «„ par V„ ).

Si, enfin, on lire, en tir tendu, deux projectiles différents à des 
vitesses différentes, à même ex, les vitesses restantes horizontales, les 
durées de trajet et les tangentes des angles de tir et de chute, seront A 

peu près proportionnelles & u0, —> — >
Ces propriétés sont d’autant plus approchées que les portées sont plus 

aibles.
Indépendamment de leur intérêt général, ces propriétés peuvent per

mettre, dans certains ras, d'obtenir, avec des moyens minimes, (1rs 
résultats numériques de quelque valeur ( d’après le C‘ Batailler).

Mais il y  a lieu de n’user qu’avec la plus extrême prudence des géné
ralisations Pt extrapolations que l’on pourrait être tenté d'effectuer avec 
ces résultats.

281. Construction de la trajectoire par points. —  Beaucoup d'auteurs 
se sont proposé de donner le tracé graphique, par arcs successifs, d'une

Fig, 36 x.

trajectoire dont on connaît les conditions initiales (V„, «, e) «t lu 
loi de résistance de l’air F(u). Nous nous proposons d’examiner 
quelques-uns de ces procédés.

i° Méthode Poncelet-Didion. -  Soient l’origine M0 d ’un arc, t 0 son 
inclinaison, r„ lu vitesse initiale. On se donne la longueur très petite



APPLICATIONS. . $99
do chaque arc de trajectoire, tel qqe M0Mj. La composante tangentielle 
des forces en M„ est {g s in ?o + cF 0). Appliquant le théorème des forces 
vives dans la direction de la tangente, en supposant la force constante 
sur le petit arc, il vient

MoMUS'shuo-t- of0) — i (  n-j— t.î),
/

d’où l’on déduira la valeur de la vitesse u ,.
On connaît le rayon de courbure M0C0 en M0, puisque l ’on a

/*# =  — 'o'c'ost ' l ue ^on construira en prenant M0L  =  ^  =  2 A et

menant LC 0 horizontale. On prendra arc M#M, =  M0M'0 Jet M| est le 
point cherché. On répétera en Mt (où tous les éléments sont mainte
nant connus) la même construction, et ainsi de suite.

Méthode de la série de Mac Laurin. —  On peut présenter une 
solution de même espèce sous la forme suivante :

Soient a et « 0 les caractéristiques initiales de l’arc et A ( le coeffi

cient (274) renfermant la valeur initiale de la résistance A ( =  4 ■ •

Quelle sera, au bout d'un temps t très petit, la position du projectile 
et quelles seront les données initiales de Varc suivant ?

Ne conservant que les termes en f3, dans les formules (274, IV), on 
écrira :

AiU0t ( ' - T Uot) ’

y  — x  tanga ~
2

tan g t sa ta n g a —

/ Ai'U x= Mo f l —  J  U t̂y

On remarquera d’abord que le terme en V1 de x,  qui est ^— ^ « J*3̂ » 

c’esL-à-dirc  ̂ f 3 cosaj est d’ordre de grandeur tout à fait compa

rable à — •, la résistance cF 0 remplaçant la gravité g- 

Ayant pris OQ — V0* et QMr= ~±t* sur la tangente initiale, on

porte MN =  £ gt* sur la verticale. Le point N est l’extrémité de l’arc.

Pour avoir la tangente enM, je dis qu’il suffit de joindre N au milieu P 
de OM.

On a, on effet, en négligeant des termes en d’après les formules
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ci-dessusx (tanga—tangv)= g t*  .Donc, si l’on prend NM' =  - g t%= MN,
la droite M'O sera parallèle à la tangente" en N, ce qui démontre 1<* 
théorème.

D’autre part, en combinant les équations qui donnent x  cl u, on 
trouve, en négligeant les termes en t*, la formule

u = a**
uo*,>

qui servira au calcul de u, à l’origine du second arc.
En éliminant t  entre x  et on trouve, pour équation do In trajec

toire,
ex* A. cF# x  \r =  r tanga—- —î (1h --T7-r ----- )•J 6 a « < \  V< COS*/

3° A u tre  méthode. — Dans la construction précédente,* porter 
QM1 î=CFofî et M,N, = g t* .  Joindre QFi et prendre le milieu; ce 
point coïncidera avec le point N de la figure précédente.
 ̂r Mais le vecteur ON, représentera, en grandeur et direction, v t , 
é’est-i-dire le parcours du projectile pendant le second espace de temps 
égal à t.

Menant NQ, parallèle et égàl à ON,, on aura le second arc, en répé
tant la même construction. ;

4° G énéralisation au cas d 'a rcs f in is . — Jusqu’aux termes en /*, 
il y  a donc indépendance entre les deux mouvements, l’un, suivant la 
ftngenle initiale, étant dû seulement^, la vitesse initiale V* çl à la résis
tance de l’air, l’antre, suivant la verticale, étant d& & l’action seule de 
la pesanteur.
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Cette décomposition en deux mouvements simples de la solution du 
problème balistique a été parfois préconisée même pour des arcs finisT 
et même pour de grandes trajectoires. Les formules qui résoudraient 
ce problème s’établiraient alors très simplement ainsi qu'il suit :

Sur la -tangente initiale, le mouvement sera celui que nous avons 
traité sous le nom de mouvement rectiligne horizontal, et Ton aura, 
pour déterminer l’abscisse du projectile, au temps £, le» formules

g _ P ( a ) - P ( y 0) f _ B(u)-S(V,i
COSQC C 9 C

Au même temps t, le projectile qui, par hypothèse, n’aura, dans son 
mouvement de chute, été soumis qu’à l’action de la pesanteur, aura,

suivant la verticale, parcouru un chemin

Pour discuter ces formules, prenons un ternie de plus dans le déve
loppement de oo et de y. On aura pour les équations exactes, aux termes

en tK près (système IV), pour l ’éloignement z —  et pour l’abaisse
ment y, les suites

* =  V0* — b n -t- nb%W%n ■ ' l  }l l '
tr

h \ » °n > o
sina

Au lieu de; ccs formules, dans l’hypothèse de l’indépendance des mou- 
\ements, on prend pour l’éloignement z' le développement de z’ en 
fonction de t donné au n" 1 1 1  et qui est

et, pour Vabaissement,

y =
rr(l

OU

(Lombard, etc.) 

y b- l  b n VJ" 1 t j  (Lionastre, eto.).

On voit que z et z' ne coïncideront que dans deux cas : i* si n =  i, 
quel que soit a; a0 quel que soit n, si l ’angle de projection a est très 
petit.

Si l’on fait, d’après les deux systèmes d’équations ci-dessus, la cons
truction des deux trajectoires indiquées sur la figure, on voit que, 
lorsque n >  i et « >  o, la trajectoire vraie est au-dessus de la.trajec-
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toire à mouvement'indépendant. Elle serait au-dessous si le signe 
de (n —  i) ou de a était négatif.

Fig. 263.

Mais, on ne peut pas dire que la trajectoire vraie sera toujours au- 
dessus de l’autre. Au contraire, on sait que si /i>a, la limite fa de ?J 
(mouvement rectiligne horizontal) pour v '= o  est l’infini. Donc, lu 
seconde trajectoire a une forme parabolique; la trajectoire vraie admet-, 
tant une asymptote verticale, les deux courbes sc coupent et la trajec
toire vraie passe au-dessous de l’autre.

Il peut donc se faire que certaines vérifications numériques, oit l’on 
comparera, par exemple, les portées obtenues par les formules do lu 
trajectoire à mouvement indépendant, et les formules exactes, puissent 
réussir dans certains cas particuliers.

En tout cas, les développements qui précèdent bnt bien précisé les 
cas où l’application de ces formules et de ces constructions graphiques 
pouvait être légitime.

Dans le cas d’une résistance n1*"1', on peut écrire l ’équation expli
cite de la trajectoire, obtenue dans l’hypothèse précédente, 

ün a (99, 3°)
n—X

4

Par suite, puisque l’on prend

y= * x  tong«— •

.on aura, pour équation de la trajectoire :

J — a> tanga — _________ ff
*L(«—O vg ■ »>vr>é„

608* J

n-l



APPLICATIONS. 6o3
Pour n =  3, par exemple, on a

y  — x  tanga — ££! r
2 «'o L

bjVo * V
2 co sa j

C’est une trajectoire du quatrième degré du type de celles du général 
Duchène (260).

5° Méthode de Crans. — Soit le temps divisé en petits intervalles

Fig. 264.

égaux 0/, et soient or,, nv3, uv3, . . .  les demi-pertes de vitesse, 
d’après la loi du mouvement rectiligne, pendant chacun des inter
valles 1 , 2 , 3, . . . .

Si la résistance de l’air n’agissait pas, le projectile au bout des 
.temps 1 , 2 , 3, . . .  serait sur la verticale des points B,, C,, D, égale
ment espacés ; à cause (le la résistance de l’air, au temps 1 , le projectile

sera en Ba, l’intervalle B, Ba étant égal à nu, ; il sera tombé de ~ n t.

De Ci on déduira la position C s du projectile dans l’air, en prenant, 
sur O C,, C ,C 3=  3i>t)| et parallèlement à 0 0 ,,  en prenant C iC 3=  nvs. 
Puis ,

0 O  J s= \lt\ ■+■ n<i{* )  »

On peut utiliser, pour ces genres de graphiques, des procédés ana
logues à ceux donnés pour le cas du vide (3 3 ,20).

En particulier, le graphique qui porte le n° 4 est employé pttr Crams
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pour une construction de la trajectoire dans l’air, quand on suppose le 
tir très tendu. On part alors, pour des positions À ,, A 2, . . . ,  A , équi-

Fig. a65.

distantes du projectile sur l’horizontale, du calcul des temps i . «.  
par les fonctions D  et S.

382. Hyperbole balistique en un point de la trajectoire. Si l’on 
prend la conique

y  =  x  tanga -t- Par*ri- Qay-' •+- I\j*,

il sera aisé de déterminer les coefficients P, Q, Il en fonction des quan
tités A, et Aa données au n° 27-4. Il suffira, en effet, de former les quatre 
premières dérivées de y  en x.

On obtient ainsi l’équation d’une hyperbole qui a, avec la trajectoire 
atmosphérique, cinq points communs dans le voisinage de l’origine.

On trouve, pour les coefficients P, Q, R ies valeurs suivantes :

P = -

Q =

R —

.â ff — T tanga'
Al 
G
k|  j_

' g 36

«J tanga 
g 18

(3 Aj-

£  tang,etn  K 
a i  36 (1As

vA?),

*AÎ),

(3A*— IA* ),

Les différentes coniques auxquelles on "peut comparer la trajectoire 
dans le voisinage d’un point correspondent alors aux conditions stii- 
vantes :

<Js=o, R == o, parabole de la vitesse (»i4); trois pointa communs;
<2 =  o, P  =  R, cercle oscillateur t%)\ trois points communs;

Q *=  4 PR, parabole oblique bitangentei quatre points communs.

T o u te  relation a priori entre P, Q, R d o n n c lie u à  une conique ayant 
q u a tre  poin ts com m uns. S i P, Q, R sont indépendants, op a la tra jec

to ire ci-dessus, ayant cinq points com m uns attéc la courbe holistique.
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283. L ’équation de la trajectoire d’après le reste de la série (colonel 
\allier). —  On sait que, dans le développement de Taylor d e /  =  f ( x )t 
le reste peut s'exprimer par une intégrale et qu’on a

d xj„
— ( d*y\
a! / o ' I

'(x — g)"» dm+ty 
ni ! <*S.

S étant la variable cl celle dernière, sous le signe j*> étant considérée 
comme la limile supérieure de l’intégrale.

Faisons m =  a, on aura

Mais
y dx)v~

— ( diy\
a! \flte*/„ I («•-D ’ ÿ r f ï .

<ly
dx

aly g
tang — 2̂ ^ 32- ’

<fiy _ __ %gc F(u) 
dx* ~~ i>4 cos3x

Pour les autres éléments, on opérera de même, et Ton arrivera au 
système suivant :

ûV(a)
U4 COi>3 X ’y -- *  lang? -  -  fi* > 0 «/Qtang*: s» tanga • gx

r lr(\ 0) 1
«  - s  « a ----------p — Lx -i-  -V# a,

r x
f  t* — 5)

f/rt ./lk o3cos*x
c F (îï) -+- #  sinx

v cosx

La première est l ’équation de la trajectoire sous k  même forme déjà 
rencontrée plus haut (257), qu’on avait obtenue par une triple inté
gration.

Au moyen de l’expression de donnée précédemment (271), on

écrira l’équation de 1a triÿcctoirc sous une autre forme, où l ’intégral© 
constituera le quatrième terme du second membre :

y  = a? tanga

+  3 ,rJ A

’ îVicos*. SV&cos’ a
r if (o) r / i»f '

'^*w«cos»‘r [ / (  lf

\

ij  sim-t-cF^^pr — 4̂ J <*?•

Développement 4e Parc $* - i° U  arc o/i fofictio/i de Vabscisse
\
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/
* K{x

£ £ £ >  C t COST CSl

exprimable en fonction d ey 1 —  tangx par la formule

—L - - 1 -i-y*. i
cos*x a

Ainsi donc, on aura
/».r

s = f / i
* 0

Comme, d'autre pari, le système I (274) donne l’expression de y 1 on 
fonction de x : l'intégration sera possible et l ’on saura exprimer Vavc s 
en fonction de x , en n’introduisant que les coefficients A h A a, A., do la 
théorie générale.

Mais ce calcul est assez compliqué; nous effectuerons donc le calcul 
de l’arc en partant des dérivées successives obtenues directement. Nous 
savons que

ds=s — üî dx
cosx e t  q u e

dv
dx

(/
cosx ^ - h  s in x „

Nous avons, en dérivant successivement,

dx d*r g  ,
as ds* ’

d*x g*
— f* cosx(4  sin*x - - 1 -+• ap sinx),

d̂ SG J?® j
=  ^ î C08,,: î a Mn,t(3 —  8 C08*t)  -h [a(5 —  njsin’ t  — î  |p —  a(n  —  i )p* Mut | J 

avec
n ss u F'

e t -  SÏ.
p~ g *

De même, par rapport i y ,  

dy
as sin*. as? -  j i C08t:
d*y üjp*
-%ï = --^ co 8 *t(îs in T  +  p),

3JT =  — «♦••'*[*<1 — 7 -t -(n •+■ io)p liâ t  +  ( n -  4 >p*].

Mous aurons ainsi, en faisant t  sss # et v sa Ve, les deux séries sui-
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vantes jusqu’au terme s* inclus :

a? =  $cosa+  L  ^ s in « c o s a +  | î ^ y cosa( {sin*a — n - a p 0 sin«)

i W  g  \ »  ,
-T- 77  j  cosaj a sinz(3 — 8 cos*at)

-t-fa(5  — n)sin*a — 31?o— a(«  — 0?o s in * '
. s2 g  ç3 /  fl \ î

y  as s  sina — - j  —  cos^a— ^  ^  J . cos*a(4 sina 4 - z p 0) ’»

“*• Tl cos2a [ 2 (i - -  7 sin*a) H- ( ; n -  io)p0 sina -h («  — 4 )p j

cl, par le retour des séries, en se bornant au troisième terme du second 
membre :

s  = x 1 g . , / x  y
------------ r tfô sin a ( -----cosa 2! Vj * \cosa/

sina

£ ( ^ ) \ c°s*a - - 2p0s i * « ) ( ^ ) *  +  . . . ,

+  J_  _£_ cos»«/ ^  y  
a! Vj} sin « \ s i n a /

C?S g (sin»a4-3 •+• posina) ( - r —-)  - 3 l \ \ j /  sin*a 19 \sm a /

a® //arc «/» fonction de Vinclinaison. — Les formules précédentes 
ne font pas connaître, ainsi que le font les formules du n° 274, l’arc a 
dans l’air par le moyen d’un facteur de la trajectoire.

On sait qu’on a, dans le vide (22),

s =  — S i" ) ,ft
avec

' !«* « [
(h

COS3 T

Pour avoir la solution au moyen d’un facteur de la trajectoire, il faut 
donc chercher les dérivées successives

dt fftjt d*s

<th' < xï <fla‘

A  cet effet, sachant que ^  cos3t , on calculera les dérivées sui

vantes :
d s

d$t
d*$

a* cos* t
*

a*

d*s
dSi

acF
U* C O S * T ,

SK « -  a p  —  c o s * t [ ( / » 4 -  —
&
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Le âéveloppement cherché sera le suivant, pour un petit arc i>$ 
défini par les extrémités t0 et cf, et en posant dE2 =  :

as = —£ 0Ç, 51 -  p0 cos-'Co D&)
%  l _ a V

H- jpo cos4t0[(/i -+-2)P0"H ( n — z) simr0] *>?i •+*•••  ̂•

Entre crochets se trouvent les facteurs de la trajectoire de l ’arc s. In 
série inverse donnera(i) D ^ j i - h p o — j Po[ Ï * - ~ 4)Pq- M *  — ‘>.)sinT0] ■+••T

3° Rapport de Vabscisse et de Vordonnée à Vavc. —  La série du 
n° 274[syst, I, éq. (3)]

S
r a i Ai i(tang-so— tangT) =  a?l i-f- — x^r — -jr H- - ..J

peut, quand, dans le crocliel, on remplace x  par les deux premiers 
termes du développement en s établi plus haut, c’est-à-dire

'dx = D$ COS?o-J— o$® sinT0 cost0 4- ...,*A Vfl
s écrire

, . «0 1 g DSi-1) -^DtangT= w |i+ -p0i ?|-

I p 0 [( « -  4 >?.+ (»  - - 1) Mnt0]  • |

Divisant membre à membre les deux relations (a) et (i), on trouvera 

DtangT nar f  i /gDs\* . 1
- i i r  = m L,+  ê p#( V )  s‘n^ + ---J

et, par suite,
ru? _  d  t a n g x 1 /tfl>*\* .
»  D&T i * * ( y r )  ,,« .C ° , T. +  .. 

Pour vy, on a, d’après le développement (ÜKfë, a0) : 

££ _ i,S - ; ( U K T .  +  t « r H - ^ l + . .

Multipliant membre k membre, on voit qu’il vient, 

oy _  t tang«T0 — tang»r jt /g\m\»
ds Ç*t# — ?*•: P«
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Ces deux formules sont utilisées dans le calcul des trajectoires par 
arcs successifs. Les.premiers termes du second membre sont les rap

ports ~  et dans le vide (2 1  ).

On obtiendra ces mêmes formules en partant du système du n° 274 
qui donne la série en ns.

285. Application au calcul du temps. — Les formules du développe
ment en série d’un pëtit arc peuvent servir à résoudre des problèmes de 
nature diverse, qui se présentent en Balistique. Nous donnerons un pre
mier exemple d’application.

Soient connues aux extrémités d’un arc s, d’amplitude (t0 — ?), les 
vitesses r 0 et v< : établir une série faisant connaître le temps t, en 
fonction de .9, v 0 et u,.

i° Posons,'d’une manière générale, 6* =  |jU, relation où p est un 
nombre eompris entre v0 et v,. On posera, pour un point courant sur 
l’arc, v =  u — ( p. —  v).

On u

«0 D dt -5 [JLt - a ) dt

Mais, on a les dérivées successives

dt_ _ T

dt> ~  /Çlp +  su it ) * 
dp _ d~

d*t 1 e/H C0S * __ 1 h p( p *+■* *tin*u H- cos»-c;
i/v*  ~  # ( p •+• sinx )* Jr v (p n -s in t)»

On a, par la série de Taylor, ,

Donc

7" 55F I t j#pn{po -h sinT»)-h v --
po-h smT® ) g (Po-hsinTô)̂ ■ +*•.

, ‘ Par suite, en posant X«fc Kp? ’ Ié^ atIon ( ’ >
' Reviendra

, yKiVt , *, /*vi «
1 # « B U f l S - . —  v / (ar-ujdv — K / (ia—»t0(v —

l'v ,

g\ Po-4-sint^)^ 

r; cirant».?»»** T0j*w 1.
1 v*

39
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• On écrira cette dernière intégrale

I [((A— D0> — (v —  u«)]lt* -  1>0 I d u '  — t'a I.

On trouve alors

(*) g i i l - 111*, 1 tl0t --1 ■ (»« — i>i ) — y  131* -  l’o - a i ’ilU'o e, i*.2^(po4- sint»)■
Le terme général de la série est 

H
( P  T  I ) ( P  " H  'A )

[ ( /> - t -2 ) fA ~  )'* — ( P  +  1 H’j]  ( »0 »| V’ M.

Suivant les valeurs qu’on donnera à l ’arbitraire p, on aura des for
mules de types différents, dont certaines ont été utilisées pour do.- 
calculs balistiques.

a® C’est ainsi qu’on peut former le Tableau suivant :

( a )  n =  V i ( moyenne arithmétique i,
* 2

. _ 2 î  , aK ( » o - ut l1 ,
t  —  ——— — —  *+• . r i" “ -T" • « * »

i’O H" Üi 4 • *’o

, { b )  as ~  -i- ( moyenne harmonique),

t  =  + .  L k _ _ _ _ _ _ _ _ 6  1  < ” 0 -  111 >'* .
2 Voüi l  g ü tti po+  sinxo )J 4 !

(c) ix — \f oo«i ( moyenne géométrique ),

t  s= . * -t- f a K ------- -— -— :------1 l ’iLZ v.l)* .
i / v j ô l  L ^ofP oH -sinxuiJ 4! °o

Toutes ces moyennes, comme d’ailleurs toute valeur *de |A symétrique 
'par rapport aux lettres vQ et v , , conduisent à des expressions où tu* 
figure pas de terme en (va — v , ) a. '

3° Faisons, enfin, p =  .

Dans ce cas, le troisième terne du deuxième membre de la formule (a) 
disparaît, et il reste

t  ^  3*____________ i • (Va -V t  )*
o*-t- av t a£-( p« ■+• iinx« ) u»-h »t>," '

Cette formule, comme les autres, néglige un terme de l’ordre
de (i»o — v)*.
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286. Second exemple d’application. — i0 Soit Pintégralc

s.

J

où o est une fonction de 
Posons l’identité

A

rri
<P=-IX 1JJL--Ç», d'où I = rj\ Ç|— ) — f « fJL — 3W/f.

' •?<>
On a, par la formule de Taylor,

en posanl 

Donc

3
flo

jmf ytl i P fpfl 1" fcw»
+ — r1—  .(!+•

» /<3\
4<," U a ’ u ~ \ W r

ï = p(Si-- 6o» — / ip —?)Iïo4-»* —©o)K-k ■ ■ !<*?»
A

cl en effectuant les intégrations, entre les limites ©0 et

f ' * -4- ( I I fl H ;

Telle est lu formule générale cherchée 
*4° Prenons les équations do mouvement sous la forme

/ w /̂langt, f  uld iang*T, gt~ ~ Ç udtmgz;

, ou voit (ju’on rentre dans le cas de la formule générale, en posant <p =  «*, 
pour x et y, ® -- « pour t ; et ? ~  tangr pour x et /, $ =  tang3? pour;>\ 

On formera par suite :ft. £"Çu-

f/tangt __ * * / »ï »/U. 1 1
tin* ** aeg pu cos’to * 4oîpg co.**,,

f/t.ng*'! 1 I
/»i(Pô COSaT0 a» Jpg cus‘t0

d tangn ___!___r
Ü T "  * l»0 pi COS*?# (’gpgCOl.*t0

[ 3  sim;»- mw-h a‘»( po-Hsin̂  }J 4-..
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On aura alors les formules qui suivenl :

5o(«ï
/ « ï +  Miî ^— Mît 1

.  )
£//
v tt* - MÏ 1* 1 »«*•+• w8^

- « ? )  1
/ UT-hlfi \

Su ( «0 \  )
t»

— « ï)s 1( t -

î» < «0 -  «1 ) (
Ml -+- Mit \

f* ’ • « )
68, / M t  H ■ Wo \
a W° -  «t )* 1 3 )

Les £'0 et étant pris suivant l’élément considéré dans le Tableau 
ci-dessus.

3° En particulier, si 1*on choisit pi de manière à faire disparaître le 
troisième terme du second membre, on a, d’une manière générale,

l _ — -—  < Çi — £o > — "g" ( ?o * ?* '

ét, dans le cas actuel, il viendra

-« ? ,« . . . . . . .

a„v = iiîi+ iîS {tan8̂ )- laDg^O+ <Wil

+  x ,)+

On pçut remarquer la foi'mule 
, *

2 ftl ■ +- UZ' ' ^ = «tangt0----- L-— ï(tapg’;î —tangtj)*.

4° On peut établir d’autres formules en partant de l’intégrale I écrite :
«

J = <?i(îi- v ) — Cfo — v ) — ô ,ÇÇ0 — g,) —
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Ainsi, en faisant p =  on trouvera pour x  la formule

$ga>  a* ( a H -  h tang i0 — tangii ) — i>j|po(tangx0 — lan g t,)* -!- .... 

Si l’on fait p =  ^ °-> on trouve pour premier terme

I =  - Ç » ! 2- — ï i ? o ) + . . . ,?o— <?l

ce qui donne pour .r, par exemple,

‘>M0T = ------ po COSX0---------j -------- rg r u t-u i
lanffxo—• -< wf tangTo-- tang-:! n - . . .

• 287. Troisième exemple d’application. — Donnons encore quelques 
formules générales relatives à l'évaluation approchée d'intégrales, qui 
sont utiles dans certains problèmes de Balistique. 

i° Soit

I = jf  9d l

Posons

On aura

y Si “+\̂ Êo ^ /. _ > t.
 ̂ T + X  ct /lsail

, , v f>* , * X*—i f»* » „ X* i-r
i - a ?(ï1 + iTT» +  (C,rxq=T7î

A‘ „ yi X‘ - i  A- X*-f-1

■ t̂t9 i ^ t + 7 îï +  ï ! * ' , s ’ n r ï7 P

Si, d’une façon générale, on pose

on a

d’où
A

y gr^-hEy* 1

On a ainsi, par cette formule générale, l’expression pour différentes 
moyennes; ainsi :

m *s o, Ç ss Ê1 (moyenne arithmétique);

m a s t . S f c j i ,

1 ■ 
i ■,

. i r n ?

m m — i ♦ Ç SB v/fëlc. (moyenne géométrique; ;

ifr sa • . i, 3  *• J (^  +• î ; )  ( moyenne harmonique ).
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a* Pour ). =  o, (£ =  Si) et pour 1  =  oo(£ =  i 0), on n. . A* , A» „ A* ,
1 =  /is>o-+- 3l®0+ "j"1 • "

I =  h ?i — -t~ j j  ?'i — jy  ? ï  +■• • • •
A* , A* „ A» 
jï? i+ -y rÇ i

Ajoutant ccs deux équations, on trouve

[ = ^(O,+ O0t— — ««M" O T 1-?* "" ?» 1

Si on les retranche, on obtient

/i . . A» » « A*. n W
, O =  <p0 —  ©I - h  ^ - f (  ç „  - t - ç i  H -  3 7 < ? o — ® i H -  ? i  1 ’ i

h  A® A®
=  ? i - t - ^7<?# +  ?ï n -  57<?ô — ?1 )■+■ j y T̂'o *•“ Î |V 13 ! 1 7U 7 1  ' • 4 ' . '7 7 «

*» = ®û~ ®1 •+■  7| <?ï -+*?7 i ■+■ jî< ?o ~ ?iv )■ +•■ ■ •)

o = -h ^ (o«0' -+- o" i ,

A»
Remplaçons, dans l’expression de 1, le terme (çlv+»J*) pur sa 

valeur tirée de la dernière équation

A*

et de même (©” + o ”0) par sa valeur tirée de la deuxième équation

j î  [?i -  ?o h- jy  < ?*■ - ?ï * -  (■ ?',*■ -t- ?'#v >],

ilviendi'a, après réduction,' .
i

I =  j  (?> +  ? » > — > ••

C’est une série dite, en Analyse,, série d’Euler-Mac Lqurin qui est 
susceptible de nombreuses applications : elle perntet, en particulier, 
connaissant o(, <pt, ©', et cp'#- aux extrémité^ d’un arc do courbe, d’obtenir

um> très bonne approximation de l’intégrale I =* <çd\.



APPLICATIONS. 6(5

.5° Ainsi, en prenant x = Ç, on trouve pour les équations du mouvement :

t - ï ( 2 . + . ± \ a . # T t {  ?» P' \ _l. a\Wo #1/ a.G »iu \)

tangtitangT» • *1  (±  + JL\ + £!î!/_£»___ 2 l_ U ..M
9 \“o «1/ G \u0**o ®1«Î/

a \,i'o v J

+  r P«> P" p»-r sin'?) _  Vif'j — pi ai +  sintil _■Ml L l'oCOStj l-î «iCOS-ti J '
4» En prenant, d’autre part, tang-: =  <;, on a :

( tan g  -c» -t a n g  t j m u g + « ’{ ) +  -2-  u a n g  tang  c j ) * [ » 5 p iC o s , t I ~ » j j p ()cos, T j ] ,  l L tta„ga^ tan g^ ,|« î+ «J, !-^ ( t a n g . * - . « » * » „ ,
( tang t0 - tang î |||«o +  «i H— ^  ( tang t0 tang )* [ Ui pt cos2̂  —1?0 po cos2t0| .îiO/j1

5° En prenant enfin t <j, on trouve les deux formules symétriques :
*1

I gt1 â.ry  ~( I/o-h «1 11 —  ( po COSTo pl COSt!)
I ift*

7 =  - ( « » o  u  « ’l \t  - 2-jr< po S1 !K 0“  Pi S I l K i ) - K . . .

On peut en déduire

Wfc-H rt't if T* . .
y = >  *— ---------- r  £ ----------— r ; <Po * ’ i - t - ? x ) s m f t o  • * ! > •J «#+ «i i 1 x

288. Quatrième exemple d’application. — Dans le développement en 
l'onction de ot =  (t„ — c), cherchons l'erreur que l’on commet sur les 
différents éléments quand on les calcule avec l’hypothèse d’une résis
tance Bmt)w au lieu de la véritable B„t># sur l’arc considéré, en supposant, 
comme au n* 112, f», la correspondance -

/i>o+«»Y*

; etl un point intermédiaire entre v« cl v.

Si sts’SaüS et pt„zs l— r , on aura, par le développement en
t
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série de l’équation de définition,

i  —  (m  —  n  ) ^ +  J o J

=  p»„ [ i  h-  ( m  -  n  ) ^  ( p , -4- s in T , ) 35^ - ]  •

Portant cette valeur dans le second membre dos développements on 
série, il viendra les formules suivantes :

srm — x „  __ Ym — y*i ~  ^  hit

X a J'/I sn t n
x /I a \ . / DT \«

- (m - nH 3 ~ ^ :T/(p, +  s,n':o)( ^ J  1

- n ) / -  • ) ( Po+.sinT0) f — )*•ün v 'Va a-t-i/ r V*,h"o/
"m "

’ Donc, l’erreur à la fin de l ’arc sera diminuée d’un degré, sur la vîlosso 
restante u, si l’on prend

d’où
a a-t-i

c ’e s t-à -d ir e  a  ~  i;

/ u \/#.  /U0-+-w\W f  /UoH-uV
* • ( — ) = H — J

, On fait correspondre ainsi les résistances & la vitesse moyenne — — 

■ sur l’arc.
,,,N On reculerait d’un degré l’erreur sur (jj, y ,  s, ?), en prenant ,

donc
f

I
3 "

a

«  +  1* d’où

b J
>t>0-+- V y

3 >r - M
' <S» l’on adopte la première détermination, «=s i ,  on trouve pour 

,1‘arréur sur a?, y \  ..

&m — X a __’ jrti-A
*n 6

m. -  FORMULES DÛ TIR HORIZONTAL. '
* ' i , 4 , 1 1 ' , ( , , i, »

280. Tir horizontal. —«■ On .peut dénommer 't ir  fiû rU o n ta l celui 
toute la trajectoire, de l’origine au pèuüfcdé ebute^ pept'êtw; représentée

t 1 " . ' » ',1 * 1 i I ‘ u'.
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par la série de Mac Laurin, limitée 4 un petit nombre de termes. Il 
s’agit, entre autres problèmes, de déterminer les éléments du p o in t de 
ohute et du sommet de celte trajectoire.

On peut tout d’abord prendre la série avec les trois premiers termes 
ilu crochet, c’estrà-dire telle qu’elle a été calculée pour un point quel
conque au n° 273 ; on introduit ainsi la dérivée seconde de la résis
tance initiale, à l’exclusion des termes renfermant la dérivée troisième FJ. 
Nous donnerons, tout d’abord, la valeur des coefficients A,, A*, A, 
pour ce cas, ce qui permettra d’écrire, avec trois termes, toutes les for-, 
mules du point de chute, déduites du système II du n" 274, où l’on 
fera y  =  o et aussi les formules du sommet déduites du système III où 
l’on fera tang? =  o.

Mais, la complication du terme en V  du crochet dans ces formules 
en rend le calcul très pénible et, pour les applications toutes spéciales 
pour lesquelles les forinulcs du tir horizontal rendent de réels services, 
il suffira, le plus souvent, de se borner au terme en X* qui n’introduit 
que la dérivée première F ,. C’est dans cette hypothèse que nous éta
blirons les formules complètes. ,

200. Calcul de la série en X,. -  Faisant y  as o dans la première 
équation du n* 273, on obtiendra la relation qui suit :

qui ferait connaître immédiatement l’angle'de projection a en fonction 
deX,  si les coefficients A,, A, et Aj ne renfermaient pas cette variable a,' 
sous la forme cos a et sina. Mais, on peut exprimer cos a et sina en fonc
tion de X. ' ,

On a en effet ■'

l'on se borne au terme en X* dans' le crochet, on devra, dans As (qui 
tpiultiplie X’), remplacer cos** par i, sina et sin*a par zéro.
, Dans A* (qui multiplie X*), on devra remplacer cossa par r et sina
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Dans A, (qui multiplie \ ) ,  le facteur ~ ~  devra être remplacé

Ainsi donc, on aura, d’après les formules du n® 271 :

A,

Aj

A,

i 6*iHo
V j  ^  2 VJ ’

A  a « F . /f*X/V.Fi \
H v ï )  (  i .  ■V  V J  V J  l  F „  7 ’ *

W f - ) +  ‘ r ' l  f ' 0 +  F i

Il suffira de porter ces valeurs dans chacune des équations du n® 273 
pour avoir les éléments du point de chute en fonction de la portée \ .

Nous nous contenterons, ainsi qu’il a été dit plus haut, d’écrire In 
première formule, qui donne l ’angle de projection a en fonction de ln 
portée X. C’est :

V |s m «  v  4cF» X1 ,/ « F ,V / V ,F ,  A x ‘‘
■ — — X4- i t  bt" H vt/ \ ~ v r ~ V F

Pour rendre pratique le calcul de cette formule,' il faudrait l’écrire 

_2_-------X-f-«*tXs— e*a1X'l-t-(ea,-i- esat)Xl4-..

et avoir calculé d’avance des tal>les numériques, donnant, on fonction 
dé %i, les coefficients at, u», as et a*. /

Dans le cas d’une résistance raonome, l’équation de la portée devient 
là suivante : > y

-  +  2(n _  3>(«— 4)A5Vg»-«] XM-.

Ainsi qu’on le voit, dans le cas de n sc 4» le terme en X 3 dans le ' 
crochet manque ; la série est donc, si l’on se home au terme en \ s, plus 
approchée que pour toute autre valeur de h (équation de Pitou- 
Brossant ). *
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291. Calcul des formules à deux ‘termes. —  Les cinq systèmes de for
mules du n° 274, établis pour un point quelconque, donneront nais
sance, en j  faisant v  =  o, à tout autant de systèmes correspondant au 
point do chute et déterminant quatre des cinq quantités (a, X, T, o>, ua) 
on fonction d’une des autres.

Les fonctions A.» et A* se réduisent, dans le cas des formules à deux 
termes, ù

A , = A , = 4
Nous introduirons, dans toutes ces formules, le degré n de la résis

tance & l'origine. On a

Donc

A s« - 4 ( ^ ) î ( « - 4 ) ou =

La première équation du système I (274‘), on y  faisant y  =  o, donne 
hinaa, en fonction de \ .  Pour la symétrie des équations, il est bon de 
prendre également o> sous le symbole sinao». A  cet effet, la deuxième 
équation du système 1 donne, par soustraction de la première,

A-X r»  /  . X . X*\ /  A, X A. X * \ l

ce qu’on peut écrire

siu 9 in — —. <•»»*«» /Tx  T, . At .. 
cos*a Vj} |_ :i

M a i s — ldlî®ESl“ , c'est-à-dire i, & un terme en X* près, qui 
cos*« i ~<r tang** r  . 1

donnerait naissance, dans sinato, & un terne en X 4, qu’on néglige par 
hypothèse. On a donc, on définitive,

sim u ~  -- ^ i+  -y-X-t- -g- X*J.
I

L ’établissement des autres formules ne donne lieu à aucune difficulté. 
Ou peut, d’ailleurs, les déduire toutes du prdinier système (en X) par 
le retour des séries. C’est ainsi que, dans le troisième système, on a 
substitué la variable sinaw à la variable (tanga —  tango») qui résultait 
directement des formules du n® 274.

.Ont peut, enfin, remarquer qu’on a pu substituer dans l’expression 
de (Uo,—  «#).la différence ( V« — V*), car, à un terme du troisième ordre 
près, on a dos w as oosa.
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292. Formules du point de chute.

ï. — Variable : la portée X.
<0
<*)

<3)

<4)

<5)

sinaa

sinato

<»)
(a) ' . «.

<3) sin'ïw

* -  I W ï ; * ) - ' ■ ■ ■ )■

v . =  v .  [ . -

II. — Variable ; l'angle de projection a.

X sb ^ s i n a a ^ i  — g(p0sinaa)-f- sinaa)* I- ...

sm ia

<4)

<5)

<0,

£ i h -  | ( p # s i n a a )  -  (p0 s i n a a ) * + . . .

inaJ^ i- -  g ( p » s in a * ) - h  —  (p0 s i n a a ) * - K . .  

Vu =  V» |"i — (p0 s i n a * ) 4 - - ^ ~ f p ( | S i n a « ) * H - . , .

T = ^ s i „
g

III. — Variable : l'angle de chute ta.
v  VJ . r 4, ■ In -m 4X  ---- -sinawl n -  r(posinaw) • ----- s-Jtp0Mnao»)*-+-

g  L 3 *•'
’Sn- ifi(a) sinaa =  - sinaco i -+-- ( p 0 sina«) — ■—g—— (p«sinaw)*-(-. 

(3) «.......................................................................: ! ............................

'« > ,

"i k

„  aV# • r . 4( . . «>n-t-i3 . IT -------—  smcu |̂ i ■+• ~(pvsinaA>) - —^*g"<Po *•* »»)*-*-•.. I •

V » sb ■ Vo j \ ‘ — (posina<»)-+- tp « s in a w )*■+. , . J .

• IV. — Variable : la durée de trajet T.

<0

<a)

O)
U)

sina

k«T j ! $ * )
/I

,+  , f ( ^ 2 T) V . . . | ,
g ?  1[■ , I /cR # ‘I
»V»| +  g

\ X T/  ■+' , * T
gT  1rFJ_ 5 |f cF« _ \ n —a

: 
1 

; 
<

1 LI + 6 <s T ,  TJ1 *~ S ( X T) + • * ' ] ’



FORMULES DU TIR HORIZONTAL. 621

V. — Variable : la vitesse restante Vu.

(I) 0Po v -
V , - • V *

v .
F . n * * 1
L —

v . - v „
Vu

(*> po sina a v« -  v „ I v . - v w
V» 1L +  a.d Vu

Ci) posinîiw - — V« - v „  |
v .  !

r 3 n -h r>! M -------- rt—L *2,3 v ,*
- V u .
V„

l ‘1) o * T  -  Po-^r - V0 v « |
Vo 1["*■ *

V« -  v ,., 
V .

( ‘M « .......................

293. Remarques sur les formules du poiut de chute. — i° Dans le 
système (I), où la variable est la portée X, tous les éléments, à Percep
tion Ho T, ne renferment que la portée X  et non l’angle de proportion a. 
Ces formules peuvent donc servir, en particulier, pour l’étude, au.* 
environs de l’origine, des Tables de tir dont l ’argument est la portée X .

■ Pour T, on no peut plus remplacer cosa par l’unité : on négligerait 
ainsi un terme du second ordre. 11 faut, si l’on veut avoir T en fonction

do X seulement, remplacer cosa par 1 -  |

On obtient ainsi la formule

!  i . +  L S f ïx
V# ( 1 +  a VJ x

f  n  — 3 / c F 0 \  s
- - [ — [ y * )  ■ i(v*) ] X*-

Cette formule permet d’étudier, prés de l’origine, la courbe (X, T ), 
a® Dans le système (II) (variable a), T  s’exprime directement en 

fonction de a, l’effeulu cosinus de u0 étant de réduire, en dehors du 
crochet, sina a en a sina.

Il y  a lieu de remarquer qu’il est permis, dans le crochet de toute» 
les formules de ce syst ème, de remplacer sin 2 a par 2 sina ou pâr a tanga; 
on ne néglige ainsi qu’un terme de l ’ordre de tang*a.

’ 3“ Dans le système (IUV (variable ta), la durée du trajet se présentait, 
sous la forme

, . _ h s s s t l + . . . 1 . . ;

/ôfc'iX*. On

« v»f9 tu ««  asmw-—-  et
COS5C

« doue pu écrire :
22J2 ne diffère de l’unité cosa

que par un terme
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On peut, dans tous les crochets de cc groupe, remplacer siuaw par 
a sinco ou a tango).

4° Dans le système (IV) (variable T), sina ne renferme pas de lerme 
en T*.

Même remarque que ci-dessus pour le terme en sinw.
On ne peut chasser le terme ua de X  qu’en introduisant un terme du

troisième ordre dans cos a == i

On a ainsi, pour la formule pure en T ,

X =  V0T t rF„, T 2-+-...

5* Le système (V) ^variable V w) conduit à quelques théorèmes inté
ressants :

a. Divisons membre à membre les deux premières équations; mi 
trouve

VJ sinaa Vn— Via
-------- -------  - [ + 7  ------r~.------ 4 - .  - . •3 V#

Or Vj sin*>a est la portée dans le vide. Comme \ w (mis ici pour //„,)

a pour limite extrême o, on peut dire : La rapport de ta porter dans
te vide à la portée dans Vair ne peut dépasser i + ; * CVst é v i 

demment un théorème limite, vrai pour Le seul tir horizontal.
,6* On aura entre les angles a et <o un théorème du même genre. On 

trouve
tango) _ _  a
tanga \  3 V(,

On a donc toujours, en valeur absolue de to,

5tanga< tango* <  ̂tanga.

c. Entre X. et T,'on trouve de même

X r V0- V *

<*t le rapport ne varie qu’entre i et 

lîn combinant les formules qui donnentT et sin aa, on trouve

a s i n a  _  , i V0— V»
* T ~  6 " v ',\  *
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Donc le rapport de la durée du trajet dans te vide —n-  à la

§
durée de trajet dans l'air ne peut dépasser

d. On doit remarquer que tous ces théorèmes sont indépendants de 
la loi de résistance de l’air, le degré n de la résistance s’éliminant dans 
les combinaisons que nous avons faites des formules entre elles.

Les égalités établies au n° 273, 4°, deviennent, appliquées au point de 
chute,

* l"V* sinaa 'l f  aj n 1
,iL'~jFx- - - 'J = H i ^ unga—,nng

294. Calcul des premiers éléments d’une table de tir. — On est con
duit, en pratique, pour éviter les petites irrégularités ducs à un calcul 
direct et pour obtenir une régularisation précise des chiffres, à employer 
des formules donnant, pour les petites portées, les différences telles que 
(a — a!), (w - - a), où le premier terme est l’inconnue dans
l'air, <*l lu second la valeur de l’élément dans le vide, qu’on calcule 
d’abord avec toute la précision désirable.

On aura ainsi, par exemple, d’après les formules du système (1),

«inva- bina*' a £_ çK# 
3 V| VJ

X *
n — t cF0 Y~|

4 V *  M '

iVlaissin'ia . aa^i--   ̂ aj*

Donc
A

sinaa — sinaa'*  a(a — *') — ^(a*— a'*).

Mais a et a' ne différant que pat* un terme en X*, on a le droit d’écrire, 
en négligeant les tenues en X’,

VJ I f  X L 1 \T J
ou

««■ a'-f cM0X*--c*N4X*.

. C’est la formule cherchée, avec les deux coefficients M0 et N0, connus 
une fois Jjour toutes en fonction de V», qui permettra le calcul immédiat 
'de a pour des valeurs successives de X.
, On aura de même
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on
* s= -[«-+■ c Mt X* -  « N#X*].

295. Limite des formules différentielles. —  Un des principaux inté
rêts que présentent les formules issues de la série de Mac Laurin est 
qu’elles permettent de déterminer les limites, quand l ’angle de projec
tion diminue, de toutes les autres formules de la Balistique.

A  ce titre, il est utile de calculer ici les valeurs limites des formules 
différentielles qui donnent, au point de chute, les petites variations 
(dX, dT, do>, dVw) correspondant aux petites variations (de, dV0, da) 
des caractéristiques initiales du tir.

Pour établir ces formules, on prendra comme point de départ le sys
tème (II) (variable a), car, dans le premier membre figure un des élé
ments du point de chute, dans le second figurent les trois caractéris
tiques initiales (c, V 0, a). Nous nous bornerons, d’ailleurs, à deux 
termes elles formules à considérer sont :

X =

T SB

V J - / * • ^
8

sinaaf 1 — j  Po sinaa 1

2V„ / i . \
8

sm a( i — -po sinaa)

sin2w es — sinaoc î-H ^p#sinaa^, 

Vwas V„(i — po sin»«).

Différentions les deux membres de la première équation, on aura 

ffX r<JX _  »2Yî _  7 c.osa« éa~j
V J s i n a a L X  * V0 sina* J t

—  ̂ + & é v ,+  * * & * * * ] .3 smu* | « r 0 sm a*  J

V  R»'
On réunira les terpies semblables; on posera -p -2- =  n (degré de la 

résistance à l’origine) et l’on remplacera, à l’approximation actuelle,, 
èos* par l’unité. Opérant de la même façon avec les autres éléments <lu 

i peint de chute, il viendré le système suivant :

àX. . de {•  u , i \ àYit f  vi . \ <$a_  =:— ~p0sma«-j* ■ +■ a^i — - p0«maa\ h» ^p0sinacu %

U ( . i
7 +

dw
SlOw
àV»

*— r  Po siaaa- o c
• ^  . (/Vav ■ — posinaa---h ( t — n

« V|̂

vn . âVQ"■ jjp PoSlQ2% -

àVo

, \ d*
Pt s ï ï is a  ) t

â*, ' ■, <**** p» sinaa *■<*** » r «ma.
■ r ,f i 1 . 1. j, t t i

29C. Sommet de la trajectoire; Pqùe avoir les éléments du sommet
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(X „ Yi, T „  V,) en fonction de l'angle de projection a, il faut, dans le 
système (,IIT) du n° 274, faire tang*r =  o.

On trouve ainsi :

On peut, par des combinaisons analogues à celles employées pour le 
point de chute, prendre pour variable, au lieu de a, un des éléments

Ia  ligne de site du sommet est donc, dans l’air, au-dessus de la ligne 
dc'silc du sommet dans le vide.

a° On peut aussi exprimer les éléments du sommet, en fonction de la 
portée X, ce qui peut être avantageux pour le calcul des tables de. tir. 
On a ainsi :

.V Application. —  Quelle est la plus approchée des deux formules, 
souvent proposées pour calculer la flèche :

< N „ T t „ T fl V ,) .
i° On a

i‘-t- p°sia a a - t - .

v
Y, ta — (tanga taogw) ci

On a (,n*292)

«•..aiAwwwanu tous ».
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/

el, par suite,

Y ,=  ^ (tanga — tanga») =  £i •+■  ?o^y — (p»^y) +  *-*]‘

D ’autre part (n° 292),

Donc

i ) ( f )■ ■ '- ]•' I '
Les deux formules sont, l’une et l’autre, exactes jusqu’aux termes 

en X3 dans le crochet.
4° Si l’on exprime X, en fonction de — on trouve

Donc, on a toujours, pour le tir horizontal,'

" X v X /  i \

■ On trouverait de même

5® Les égalités établies au/ n® 274, 4®i deviennent, appliquées 
•“ •“ fit :

’ [ $ ( “ ■ *— x )  ~ ']
■ 4 (t t  - ) -* ( ■  £ ) *

au
sommet

FIN DU TOME I.
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